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 i 
RESUMO 
 
O presente trabalho tem como objectivo principal obter um modelo de elementos 
finitos simplificado e um modelo analítico para representação de juntas rebitadas em 
análise dinâmica de estruturas usando uma ferramenta de melhoramento de modelos de 
elementos finitos. 
 
Foram realizados ensaios experimentais de análise modal em modelos 
semelhantes aos modelos de elementos finitos desenvolvidos. Foram extraídas destes 
ensaios as respostas modais que foram utilizadas como referência para possibilitar a 
comparação com os modelos de elementos finitos desenvolvidos. 
 
Para responder ao objetivo deste trabalho, procedeu-se ao melhoramento de um 
programa de melhoramento de modelos de elementos finitos implementado em MatLab®, 
já desenvolvido. As evoluções implementadas passaram por dotar o programa com um 
otimizador de procura global baseado nos métodos estocásticos. 
 
É também apresentado um método sequencial de duas etapas para modificação 
estrutural e melhoramento de modelos de elementos finitos, baseado numa função de 
otimização multi-objetivo. Este método apresenta novidades no sentido de que é possível 
otimizar os modelos com base na geometria, comportamento estático e comportamento 
dinâmico dos modelos. O processo é desenvolvido e implementado em MatLab®, e uma 
função multi-objetivo é usada para avaliar a proximidade entre o modelo a melhorar e o 
modelo de referência após cada iteração do processo. 
 
É proposta uma nova abordagem para representação simplificada de juntas 
rebitadas em elementos finitos em análise dinâmica de estruturas. A nova abordagem 
compreende a representação do rebite em elementos finitos com recurso a elementos 
mola-amortecedor. São obtidos valores de constante de rigidez para as molas que 
representam o rebite em vários modelos de juntas rebitadas, usando as ferramentas de 
melhoramento de modelos de elementos finitos desenvolvidas. Com base nesses valores, 
é efetuado o desenvolvimento matemático de uma equação que permite definir por meio 
analítico o valor da constante de rigidez das molas que representam o rebite em 
elementos finitos. 
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ABSTRACT 
 
This study aims to get both a simplified finite element model and an analytical 
model to represent riveted lap joints in dynamic analysis of structures using a finite 
element model updating tool. 
 
Experimental modal analysis tests were carried out on models similar to the 
developed finite element models. Were extracted from these tests the modal responses of 
the experimental models, which were used as reference to compare with the finite 
element models. 
 
To accomplish the objectives of this work, the improvement of a finite element 
model updating program, previously developed in MatLab®, was carried out. The 
changes comprise the integration of a global optimizer, based on stochastic methods, 
instead of the local optimizer previously implemented. 
 
A sequential two-step method for structural modification and updating of finite 
element models, based on a multi-objective function optimization, is also presented. This 
method presents novelty in the sense that is possible to optimize models based on 
geometry, static behavior and dynamic behavior of the models. The process is developed 
and implemented in MatLab®, and a multi-objective function is used to evaluate the 
similarity between the model to improve and the reference model at each iteration of the 
process. 
 
Finally, a new approach to represent simplified finite element models of riveted 
lap joints for dynamic structural analysis, is proposed. The new approach includes the 
rivet representation in finite element models using the spring-damper elements. Stiffness 
constant values of the springs are obtained using the developed finite element model 
updating tool. Based on these values, a mathematical development is done in order to 
write an equation to compute the stiffness constant value of the springs. 
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CAPÍTULO 1 – CONTEXTO, MOTIVAÇÃO E REVISÃO 
BIBLIOGRÁFICA 
 
 Neste Capítulo definem-se o contexto e motivação deste trabalho. É efetuado 
também um resumo do estado atual dos temas abordados e por fim apresentam-se os 
objetivos e a estruturação da tese.  
 
1.1 – Contexto e Motivação 
Hoje em dia, grande parte dos projetos de engenharia não dispensam os métodos 
numéricos como recurso para análise e testes na fase de conceção dos mais variados 
tipos de estruturas mecânicas. O método dos elementos finitos é o método numérico 
mais conhecido e usado com esse propósito. A simulação em modelos de elementos 
finitos baseia-se no desenvolvimento de um modelo da estrutura discretizado em 
elementos finitos, o qual é submetido a um tipo de análise, consoante o objetivo e a 
resposta que se pretende obter. No campo das estruturas mecânicas as análises mais 
usadas são do tipo linear estática e dinâmica. 
 
As juntas rebitadas possuem ampla aplicação em diversos setores industriais, 
principalmente na indústria automóvel e aeroespacial. As estruturas envolvidas nesses 
setores de atividade possuem normalmente um elevado número de ligações rebitadas. 
Para os projetistas desse tipo de estruturas não é prático modelar detalhadamente o 
rebite em elementos finitos, devido a que o tempo de modelação e o custo 
computacional da própria análise seria demasiado elevado. A direção a tomar é no 
sentido de desenvolver modelos simplificados que substituam a modelação detalhada 
desses elementos. Contudo ao assumirmos uma simplificação, devemos ter sempre 
presente que esses modelos nunca, ou muito dificilmente, serão coerentes com a 
referência física. 
 
 O desenvolvimento de técnicas computacionais de melhoramento de modelos de 
elementos finitos vai ao encontro da necessidade de correlacionar um modelo 
simplificado com o modelo de referência. Por isso, elas funcionam geralmente com base 
em sucessivas iterações de comparação entre o comportamento do modelo de referência 
e do modelo simplificado. 
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As principais premissas para aplicação desse tipo de técnicas são: 
• Desenvolvimento do modelo simplificado em elementos finitos; 
• Conhecimento do comportamento do modelo de referência, normalmente 
por via de ensaios experimentais ao modelo físico, mas também se pode 
tomar como modelo de referência um modelo em elementos finitos; 
• Identificação dos parâmetros estruturais (físicos ou geométricos) que 
afetam o comportamento do modelo. 
A correlação entre os dois modelos é atingida quando o comportamento entre 
eles for próximo dentro de uma tolerância definida. Consequentemente os parâmetros 
identificados terão o seu valor inicial alterado, mas permitem que o modelo simplificado 
seja, dentro das condições especificadas, representativo do modelo 
detalhado/referência. 
 
Este trabalho contribui com pesquisa e aumento de conhecimento a nível do 
desenvolvimento de modelos de elementos finitos melhorados que possibilitam a 
otimização do seu comportamento estrutural em relação aos modelos iniciais no âmbito 
da análise estática e dinâmica de estruturas. A aplicação prática desta metodologia tem 
um horizonte promissor no desenvolvimento de protótipos a nível industrial. 
Com o conhecimento desenvolvido neste trabalho, apresenta-se uma 
contribuição para o desenvolvimento de modelos de elementos finitos simplificados de 
juntas rebitadas em análise dinâmica de estruturas. Contribuí-se também com o 
aperfeiçoamento de uma técnica de melhoramento de modelos de elementos finitos, no 
sentido de melhor poder responder à necessidade do desenvolvimento de modelos 
simplificados. A nível prático, como resultado desta pesquisa e corolário das 
metodologias estudadas, resulta também um modelo analítico para representar modelos 
de juntas rebitadas aplicadas na área da dinâmica estrutural. 
 
1.2 – Revisão Bibliográfica 
 As juntas rebitadas constituem um dos métodos de ligação estrutural mais 
utilizados na indústria devido a um conjunto de propriedades que as diferenciam. A 
rebitagem é um processo que apresenta a vantagem de ser barato e simples, quando 
comparado com outros tipos de processos de união. Por outro lado tem a vantagem de 
poder ser usado na união de materiais que apresentam má soldabilidade, podendo 
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inclusive ser usado para unir dois ou mais tipos de materiais diferentes. Na indústria 
aeronáutica, muitos dos componentes em alumínio das aeronaves, como as asas e a 
fuselagem, que requerem elevada integridade estrutural ao longo da sua vida útil, são 
unidos por rebites. Sendo o alumínio um tipo de material que não possui vida infinita à 
fadiga, os furos que alojam os rebites permitem um controlo adequado da propagação 
das fendas nesses componentes. 
O rebite é um elemento de fixação do tipo permanente, que pode ser fabricado 
em, alumínio, aço, cobre ou latão, sendo composto por uma espiga um corpo cilíndrico e 
por uma cabeça. A cabeça pode ter vários formatos, esférica, cilíndrica ou cónica, e 
vários diâmetros. O corpo por sua vez possui uma secção cilíndrica que pode ter vários 
comprimentos e vários diâmetros. O diâmetro da cabeça está relacionado com o 
diâmetro do corpo, sendo que para rebites de cabeça esférica o diâmetro é 1,6 vezes o 
diâmetro do corpo, e para rebites de cabeça cónica o diâmetro pode variar entre 1,8 a 2,4 
vezes o diâmetro do corpo. O diâmetro do corpo pode variar entre 1,6 a 6 mm para os 
rebites de cabeça esférica, e 3 a 5 mm para os rebites de cabeça cónica. Quanto ao 
comprimento do corpo pode variar entre 3 a 40 mm para ambos os tipos de rebites. 
A rebitagem pode ser efetuada manualmente, geralmente usando um alicate de 
rebites, ou pode ser efetuada mecanicamente usando uma pistola pneumática ou 
hidráulica. O processo de rebitagem mais comummente usado consiste em inserir a 
ponta do rebite no repuxador da ferramenta de rebitagem, comprimir os dois 
componentes a serem unidos e tracionar a ponta de modo a que o corpo do rebite seja 
deformado e dilatado, e assim preencher totalmente o furo. 
 
Apesar da ampla aplicação de elementos de união a nível industrial, a modelação 
em elementos finitos de juntas em geral, e em particular as juntas rebitadas, 
nomeadamente no campo da dinâmica estrutural, não está ainda bem identificada, 
carecendo de algum desenvolvimento. Esse défice é ainda mais notório quando se parte 
em busca de modelações simplificadas desse tipo de juntas ou da utilização de técnicas 
de melhoramento de modelos de elementos finitos como uma ferramenta de ajuda para a 
modelação de juntas. Por isso, a revisão bibliográfica está dividida nos seguintes temas 
principais: a modelação em elementos finitos de juntas em geral, e em particular as 
juntas rebitadas; as técnicas de melhoramento de modelos de elementos finitos; a 
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aplicação dessas técnicas ao melhoramento de modelos de elementos finitos de juntas; 
as limitações do método de melhoramento de modelos de elementos finitos. 
 
1.2.1 – Modelação de Juntas em Elementos Finitos 
 O método dos elementos finitos é uma ferramenta, cujas bases que o sustentam 
foram lançadas á mais de um século. De fato foi em a 1906 que os primeiros passos 
foram dados para a criação do método dos elementos finitos. Até aí o processo de análise 
de estruturas ou do comportamento mecânico dos sólidos era efetuado com base na 
resolução matemática de funções contínuas que melhor se aproximavam ao problema. 
Foi Gauss, que em 1795 (Sprott, 1978), desenvolveu as bases fundamentais do método 
dos mínimos quadrados no intuito de encontrar o melhor ajuste para um conjunto de 
dados tentando minimizar a soma dos quadrados das diferenças entre o valor estimado e 
os dados observados. Para problemas de análise a estruturas simples, e com o 
conhecimento base acerca do comportamento dos sólidos, a evolução das tensões ou 
deslocamentos ao longo do corpo pode ser prevista, e com isso pode ser criada uma 
função que descreva esse comportamento. A dificuldade cresce quando os problemas 
são mais complexos e a criação de uma função apropriada para a resolução do problema 
desse tipo torna-se difícil, pelo simples fato de que a solução deixa de ser tão previsível. 
 No início do Século XX, é proposto a discretização de um modelo contínuo num 
modelo mais simples composto por um determinado número de barras em que os 
deslocamentos nos nós das barras representam o deslocamento do modelo contínuo 
(Cook et al., 2002). No entanto foi Courant que em 1943 formulou a base matemática 
dos elementos finitos tal como hoje os conhecemos, propondo a discretização de 
funções contínuas, como por exemplo, um problema cuja solução seja dada por uma 
função exponencial. Uma aproximação razoável a essa função pode ser feita por meio de 
vários segmentos de reta de formulação mais simples. 
 Foi graças à engenharia e ao aparecimento do computador que o trabalho de 
Courant teve grande valorização. A engenharia foi sem dúvida a área que mais 
contribuiu para o desenvolvimento do método dos elementos finitos. Nos anos 40, 
Hrennikoff (1941) propôs uma metodologia para análise de placas usando um modelo 
representativo composto por barras unidas entre si por nós. Em meados dos anos 50, 
Argyris e Kelsey (1954-1955) formulam os procedimentos para a análise matricial de 
estruturas. Considera-se que a primeira grande aplicação do método a nível industrial 
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teve lugar em 1956, quando Turner, Clough, Martin e Topp (Turner et al., 1956) 
utilizaram elementos finitos triangulares para modelar as asas de um avião da 
companhia aeronáutica Boeing. Outras contribuições importantes para o 
desenvolvimento do método dos elementos finitos foram os trabalhos de Clough (1960) 
e Zienkiewicz (1971). 
Desde então e até aos dias de hoje, e em parte também devido à impressionante 
evolução dos computadores e das ferramentas de programação, o método dos elementos 
finitos tem sofrido grandes desenvolvimentos, tornando-se numa poderosa ferramenta 
de cálculo e resolução de problemas de engenharia, sobretudo em problemas que 
envolvem a simulação e análise do comportamento de estruturas. Na década de 60 e 70 
começaram a aparecer alguns programas de elementos finitos comerciais, e nos dias de 
hoje podemos destacar alguns, como por exemplo o Ansys®, Nastram® ou o Abaqus®.  
  
 O método de elementos finitos aplicado à modelação de juntas tem sido 
maioritariamente usado para estudo das tensões e deformações no material ou para a 
prevenção do aparecimento de danos no material e consequente previsão da vida à 
fadiga. Gould e Mikic (1972) estudaram as áreas de contato e distribuição de tensões em 
juntas aparafusadas modeladas em elementos finitos. Wileman et al. (1991) analisaram 
a importância que a rigidez dos elementos de uma ligação aparafusada tem na segurança 
da estrutura quando esta é submetida a cargas estáticas e de fadiga, assim como na 
prevenção da separação das peças unidas. Izumi et al. (2005) investigaram os aspetos 
principais do mecanismo de aperto e desaperto de parafusos usando modelos de 
elementos finitos tridimensionais (3D). Ireman (1998) desenvolveu um modelo de 
elementos finitos 3D de ligações aparafusadas para determinar a distribuição de tensões 
não uniformes na espessura de materiais compósitos laminados em redor do furo do 
parafuso. Zhou et al. (2015) desenvolvem um modelo de elementos finitos 3D de para 
análise de dano em materiais compósitos envolvendo junta aparafusada. Kim et al. 
(2007) investigam uma técnica para modelar juntas aparafusadas usando quatro tipos de 
modelos de elementos finitos, entre os quais um modelo 3D com elementos sólidos, 
chegando à conclusão que esse modelo é o que fornece as respostas mais precisas em 
comparação com os resultados experimentais. 
Um estudo experimental e análise numérica, envolvendo modelos 3D de juntas 
rebitadas é feito por Fung e Smart (1994). Karaoglu e Kuralay (2002) fazem o estudo da 
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análise de tensões no chassis de um camião, também com juntas rebitadas. Urban (2003) 
faz uma revisão bibliográfica sobre a vida à fadiga de juntas rebitadas em fuselagens 
metálicas. Imam et al. (2007) fazem um estudo à fadiga de conexões rebitadas em linhas 
de comboio usando modelos em elementos finitos a 3D detalhados. Chen et al. (2014) 
investigam os modos de falha de juntas rebitadas quando estas estão sujeitas a cargas de 
tração. Skorupa et al. (2015) estudam alguns fatores de redução da resistência à fadiga 
em furos para rebitar em fuselagem de aviões. 
No caso de juntas soldadas alguns trabalhos recentes têm sido publicados, como 
por exemplo o de Liu et al. (2014) propõe uma nova abordagem em elementos finitos 
para estimar o efeito de tensões na vida à fadiga num componente, e Esmaeili et al. 
(2015) investigam os efeitos de diferentes geometrias de soldadura no comportamento à 
fadiga das juntas soldadas por pontos, por via experimental e simulação numérica. 
Silva e Campilho (2012) desenvolvem um dos trabalhos mais importantes na 
análise de dano e dos modos de falha em modelos de juntas adesivas usando, entre 
outros métodos numéricos, o método dos elementos finitos. 
O comportamento das ligações sob condições de carga estática tem sido 
amplamente estudado e documentado na literatura. Por outro lado, estudos que abordam 
o comportamento e análise modal de juntas sujeitas ao carregamento dinâmico não são, 
pelo menos na literatura, tão abundantes. Segundo Grimsmo (2015) foi após o ataque ao 
World Trade Center em 2001 que aumentou o interesse em estudar o comportamento 
dinâmico de estruturas em aço unidas por juntas aparafusadas, principalmente ao 
impato. 
Kim et al. (2007) fazem uma análise modal a fim de testar a utilização dos 
modelos de elementos finitos de junta aparafusada 3D desenvolvidos e comparar com os 
resultados de testes modais experimentais efetuados por Kwon et al. (2002). Lee et al. 
(2000) fazem a análise das caraterísticas dinâmicas de estruturas com juntas 
aparafusadas 3D usando a influência dos coeficientes de rigidez. Oldfield et al. (2005), 
propõe um modelo de elementos finitos de junta aparafusada a 3D para estudar a 
influência do atrito dinâmico. 
Encontram-se também alguns estudos de análise ao comportamento modal 
envolvendo elementos finitos em juntas adesivas. Kaya et al. (2004) estudam o efeito de 
vários parâmetros no comportamento dinâmico (frequências e modos de vibração) de 
juntas adesivas. He and Oyadiji (2001) e He (2012) estudam a influência que as 
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propriedades adesivas têm nas frequências naturais e modos transversais de vigas 
articuladas. Outros autores como Ko e Lin (1995) e Lin e Ko (1997) usam modelos de 
elementos finitos para preverem o comportamento às vibrações livres de placas de 
material compósito, unidas com adesivos. Du e Shi (2014) estudam o efeito da fadiga 
nas propriedades modais de juntas adesivas. 
Marques et al. (2014) fazem a análise dos efeitos dinâmicos e de fadiga em uma 
ponte rebitada, usando para isso a simulação em elementos finitos validada por 
resultados experimentais. As uniões entre os componentes da ponte, no modelo de 
elementos finitos, são consideradas como rígidas. He et al. (2007) estudam o 
comportamento dinâmico de vigas unidas por rebites usando modelos de elementos 
finitos 3D. Vários exemplos numéricos são estudados para mostrar a influência das 
propriedades do material nas frequências naturais. 
He et al. (2014) estudam e associam a evolução do dano na zona de fusão e na 
zona térmica afetada em juntas soldadas, ao valor das frequências naturais dos modelos. 
Os autores fazem primeiro uma avaliação experimental e comparam depois com 
modelos numéricos. Shang et al. (2003) analisam a relação entre o dano por fadiga e o 
valor das frequências naturais de juntas soldadas por pontos. O mesmo autor (Shang, 
2009) faz um estudo da evolução do dano à junta soldada por pontos em modelos de 
elementos finitos 3D, e faz uma associação dessa evolução com a resposta em 
frequência dos modelos estudados. Wang e Lim (2001) usam modelos experimentais e 
modelos de elementos finitos para simular as funções de resposta em frequência (FRF’s) 
de juntas soldadas por pontos. Pal e Cronin (1995) desenvolvem e estudam vários 
modelos de vigas com junta soldada por pontos com vários espaçamentos. Os autores 
avaliam a influência do espaçamento entre os pontos de soldadura no valor das 
frequências naturais e modos de vibração. Os resultados experimentais são comparados 
com valores obtidos por via numérica e alguns conhecimentos de como modelar esse 
tipo de elementos é obtido.  
Uma revisão bibliográfica bastante completa acerca de diferentes abordagens 
para estudar o comportamento dinâmico de estruturas em modelos de elementos finitos, 
é feita por Bograd et al. (2011). 
 Muitos outros trabalhos envolvendo este tipo de problemas estão publicados, 
mas os aqui referidos são um exemplo dos que se consideram ser mais relevantes. De 
uma forma global, os trabalhos encontrados procuram abordar o tema a nível do detalhe 
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que a modelação 3D envolve. Quanto maior a quantidade de informação é fornecida ao 
modelo de elementos finitos mais demorada se torna a própria modelação e a análise vai 
requerer mais tempo computacional, para além de que vai exigir mais poder por parte do 
computador (Kapidzic et al., 2014). Para grandes estruturas como as utilizadas em 
aeronaves, a quantidade de parafusos e rebites é demasiado numerosa para serem 
modelados com geometria 3D detalhada. No entanto, nenhuma simulação realista pode 
ser empreendida sem ter toda essa informação em conta. Devido a estes limites 
computacionais, o desenho a nível industrial é geralmente levado a cabo empregando a 
modelação bidimensional (2D) que consiste em representar a parte estrutural com 
elementos de placa ou casca, e a ligação é geralmente feita com recurso a elementos de 
viga ou mola (Gant et al., 2011). 
Tentando utilizar métodos mais simplificados para modelação de juntas 
rebitadas, outros autores produziram alguns trabalhos. Xiong e Bedair (1998) e Xiong 
(1999) utilizam os métodos analíticos e modelos numéricos simplificados para a análise 
de tensões em juntas rebitadas em estruturas de aeronaves e fazem uma análise de 
sensibilidade em função da variação do número de elementos de mola (30, 40, 50, 100 e 
200 elementos) que simulam o rebite. Seshadri e Newman (2000) e Cope e Lacy (2000) 
usam elementos de mola não-lineares com seis graus de liberdade para modelar o rebite 
em análises de tensões na junta. Alguns trabalhos que fazem a análise de dano e do 
comportamento à fadiga de juntas rebitadas também usam modelações simplificadas 
(Harris et al. 2000), (Naarayan et al., 2009), (Kumar et al, 2012), (Huang et al. 2012). 
Todos eles utilizam elementos de mola-amortecedor ou elementos de viga para efetuar a 
ligação entre os nós das placas a unir, e assim simular o rebite. Contudo a ligação 
rebitada não fica totalmente definida se o valor da constante de rigidez também não for 
definido. Nesses trabalhos, o valor da constante de rigidez da junta nunca é claramente 
explícito. Adrian e Daniel (2012) desenvolveram um trabalho no sentido de obterem 
juntas rebitadas simplificadas para análise de tensões e deslocamentos em elementos 
finitos. Não obstante, a junta apenas possuía um rebite e o modelo de referência era um 
modelo de elementos finitos detalhado construído com elementos sólidos. Os mesmos 
autores propõem vários modelos simplificados com recurso a elementos de viga e 
elementos mola-amortecedor, chegando à conclusão que os últimos produzem melhores 
resultados. Contudo os valores atribuídos para a constante de rigidez da mola são 
ajustados manualmente e de forma empírica. Chen et al. (1999) modelou os rebites com 
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elementos de mola que ligam os nós dos elementos das placas superior e inferior da 
estrutura. Cada rebite é modelado com seis graus de liberdade correspondente ao 
alongamento, ao corte, à dobragem e torção do rebite. A rigidez axial, à flexão e torção 
da mola são calculadas assumindo que o rebite se comporta como uma haste elástica 
simples e com um diâmetro definido. A rigidez ao corte do rebite é calculada usando a 
relação empírica desenvolvida por Swift (1984). No entanto as equações usadas para o 
cálculo da rigidez da mola não têm em consideração a influência que os rebites exercem 
uns sobre os outros em função do espaçamento entre eles, sendo cada rebite tratado 
individualmente. 
Um trabalho desenvolvido por Xu e Deng (2004) descreve uma avaliação de 
modelos simplificados de elementos finitos para juntas soldadas por pontos. Nesse 
trabalho, quatro tipos de modelos simplificados para simular aquele tipo de soldadura 
são avaliados pelos autores: o modelo de barra rígida múltipla ou Multiple Rigid-Bar 
(MRB), o modelo de casca e barra-rígida ou Rigid Bar-Rigid Shell (RB-RSH), o modelo 
sólido tridimensional ou Solid Nugget (SN) e o modelo de barra rígida ou Rigid Bar 
(RB). Um dos quatro modelos estudados pelos autores tem particular interesse para 
aplicação e desenvolvimento deste trabalho, o modelo MRB. No modelo MRB, duas 
chapas são conectadas por vários elementos de barra de modo a simular a soldadura por 
pontos. Esse modelo tem a vantagem de apresentar vários elementos de barra, o que 
permite obter mais estabilidade na junta de ligação devido à quantidade de graus de 
liberdade que são restringidos, o que não nos modelos RB-RSH e RB. O modelo SN é 
composto por elementos sólidos e, portanto, mais complexo de construir e 
consequentemente de análise computacional mais demorada. 
Conclui-se que os modelos de elementos finitos de juntas simplificadas foram 
maioritariamente aplicados a análise no domínio da estática, não sendo por isso factível 
que os modelos desenvolvidos produzam bons resultados para uma análise de avaliação 
do comportamento dinâmico de ligações estruturais. Para além do mais, o valor 
atribuído à constante de rigidez da mola, em alguns casos não fazem referência e noutro 
ficam dúvidas que se possa generalizar para qualquer configuração de junta. 
 
1.2.2 – O Método de Melhoramento de Modelos de Elementos Finitos 
 O método de melhoramento de modelos de elementos finitos é uma técnica que 
se baseia na alteração de parâmetros que descrevem um modelos de elementos finitos 
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com o fim de lhe alterar o comportamento estático ou dinâmico, adequando-o ao fim 
pretendido. É um método que pode ser utilizado segundo a vertente do updating e 
vertente da modificação estrutural. 
 Assim, quando se constroem modelos de elementos finitos simplificados é 
necessário ter em conta que estes muito possivelmente não se irão comportar da mesma 
forma que os modelos de referência sejam eles modelos experimentais ou modelos de 
elementos finitos detalhados. A fim de ser possível aproximar o modelo simplificado do 
modelo de referência, mantendo o seu grau de simplificação, foram desenvolvidas as 
técnicas de melhoramento para esses modelos simplificados que se denominam na 
língua anglo-saxónica por Finite Element Model Updating. Assim, a vertente do 
updating aplica-se quando é necessário efetuar o melhoramento a modelos de elementos 
finitos simplificados que se quer que sejam representativos de modelos mais detalhados 
e que apresentam elevado tempo de computação. O modelo simplificado é submetido a 
melhoramento, atuando em vários parâmetros do sistema, até que um comportamento 
dinâmico semelhante ao modelo de detalhado seja obtido. O modelo detalhado é por 
norma também denominado por modelo de referência (Mottershead e Friswell, 1993). 
Assim, é possível obter um modelo computacional mais leve e ao mesmo tempo 
representativo do modelo detalhado. É importante referir que, nestes casos, não é 
obrigatório que os valores para os parâmetros estimados podem não ter qualquer 
significado físico passível de se implementado na realidade. 
A vertente da modificação estrutural aplica-se quando se pretende melhorar ou 
otimizar o comportamento estático ou dinâmico de uma estrutura de modo a que consiga 
responder aos objetivos do projeto, sejam eles económicos ou técnicos. Por exemplo 
alterar os valores das frequências naturais por via da modificação de alguns aspetos 
geométricos, de forma a impedir que entre em ressonância, evitando assim o seu colapso 
por os seus modos de vibração apresentarem amplitudes elevadas. A modificação 
estrutural atua assim nos parâmetros do modelo que sejam mais vantajosos do ponto de 
vista do projeto. Os novos valores estimados para os parâmetros devem ter significado 
físico possível de implementar, sendo esse o principal fator diferenciador das duas 
vertentes (Maia e Silva, 1997). 
 
 As metodologias de melhoramento de modelos de elementos finitos podem ser 
agrupadas em dois grandes grupos: os métodos diretos e os métodos indiretos. Os 
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métodos diretos atuam diretamente nas matrizes de massa e rigidez dos modelos a 
melhorar, os quais são ajustados tendo como referência dados experimentais. Uma 
desvantagem desses métodos é que eles não são capazes de assegurar valores para os 
parâmetros com significado físico. A manutenção do significado físico do modelo é um 
dos principais objectivos das técnicas de melhoramento de modelos de elementos 
finitos, porque uma alteração aleatória nos parâmetros poderia conduzir a um modelo 
que coincida com os resultados de referência, mas que esteja longe da estrutura real. 
Outra desvantagem está relacionada com a elevada dimensão de alguns problemas 
práticos, que dificulta a abordagem matemática numa perspectiva do problema ser 
tratado analiticamente. Contudo, alguns trabalhos foram desenvolvidos em torno dos 
métodos diretos. Berman (1979) descreve as alterações necessárias na matriz de massa 
de modo a satisfazer a relação de ortogonalidade utilizando uma norma euclidiana para 
obter o mínimo ponderado e o método dos multiplicadores de Lagrange. Baruch (1982) 
propõe um método em que a matriz de rigidez é corrigida com base nos modos 
experimentais, por minimização da norma que usa a matriz de massa simétrica positiva 
definida como a matriz de ponderação. Bergan e Nagy (1983) desenvolvem um método 
que utiliza os modos de vibração e frequências naturais medidos experimentalmente, 
para melhorar por via analítica a matriz de massa e rigidez do modelo de uma estrutura. 
O método permite identificar diretamente, sem recurso a iterações, um conjunto de 
alterações nas matrizes que fazem com que as soluções dos valores e vetores próprios 
sejam concordantes com as medições experimentais. Kabe (1985) apresenta um método 
de minimização dos coeficientes da matriz rigidez para reproduzir com elevada precisão 
os modos usados na identificação. Zimmerman e Widengren (1990) determinam o 
amortecimento residual e a matriz de rigidez do modelo a melhorar, de tal forma que 
este corresponda o mais aproximadamente possível ao modelo experimental. 
 Grande parte dos métodos de melhoramento de modelos de elementos finitos 
não necessita de modos de vibração completos, sendo apenas obtida resposta nos graus 
de liberdade com relevância para a obtenção da resposta dinâmica do modelo. Wei 
(1980) e mais tarde Wei (1990) propõe a correção do modelo de elementos finitos 
usando como referência modos de vibração incompletos, obtidos experimentalmente. 
Lee e Eun (2009) fazem um estudo em que propõem uma função objetivo para corrigir a 
matriz de massa e a matriz de rigidez simultaneamente de modo a minimizar as 
diferenças entre o modelo analítico e o modelo físico usando os modos de vibração e 
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frequências naturais obtidos a partir de testes modais incompletos. Mais tarde Lee et al 
(2011) continuam o estudo anterior e acrescentam à função objetivo um termo 
relacionado com a minimização das diferenças entre os deslocamentos em sistemas 
estáticos, sendo este um aspeto de diferenciação relativamente aos trabalhos em que 
apenas se usa a resposta da componente dinâmica como base para o melhoramento dos 
modelos.    
Nos métodos indiretos, ou métodos iterativos, o melhoramento é efetuado 
atuando nos parâmetros físicos do modelo, como por exemplo as propriedades do 
material. A aproximação entre os dois modelos é determinada através de uma função de 
penalidade, que envolve os modos de vibração e as frequências naturais. Muitos dos 
métodos existentes provêm dos métodos que usavam uma função de penalidade com 
base nas séries de Taylor. Também na base dos métodos iterativos atuais está o método 
de Collins et al. (1974), cujas alterações ao modelo a melhorar são feitas com base nos 
modos de vibração e frequências naturais obtidos experimentalmente, atuando em 
parâmetros que caraterizam o modelo. Por outras palavras, o método baseia-se nas 
diferenças das frequências naturais e modos de vibração entre os dois modelos. 
Caraterísticas modais estas, que revelam sensibilidade a pequenas mudanças nos 
parâmetros. Vários autores aplicaram este método que se baseia em dados modais no 
desenvolvimento de modelos de elementos finitos simplificados de estruturas 
complexas sem amortecimento. Cunha e Ambrósio (1997) aplicam técnicas de 
melhoramento de modelos de elementos finitos a estruturas simplificadas de carruagens 
de veículos ferroviários, obtendo frequências naturais e modos de vibração semelhantes 
aos identificados experimentalmente. Wu e Li (2004) efetuam o procedimento de 
melhoramento de modelos de elementos finitos a uma torre de antena para televisão. 
Sinha et al. (2006) validam modelos simplificados de componentes de centrais nucleares 
através dos parâmetros modais obtidos. Jaishi et al. (2007) e Schlune et al. (2009) 
recorrem ao melhoramento de modelos de elementos finitos para melhoramento de um 
modelo simplificado de uma ponte a operar em condições de utilização. Dourado et al. 
(2009) aplicam a metodologia de melhoramento de elementos finitos, desenvolvida por 
Meireles (2007), para melhoramento da estrutura simplificada do chassis de um veículo 
automóvel com milhares de graus de liberdade. Mais recentemente Jin et al. (2015) 
desenvolvem uma função multi-objetivo a ser usada no melhoramento de modelos de 
elementos finitos com base em dados modais. Estes autores validam a abordagem 
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proposta aplicando-a a uma ponte para testes de vibração ambiente, e a partir dos quais 
são obtidas as propriedades modais da mesma. 
Outro tipo de método indireto é o que usa a função de resposta em frequência, ou 
na linguagem anglo-saxónica Frequency Response Function (FRF). Esse método tem a 
vantagem de evitar a influência dos erros da análise modal, quando aplicado em 
sistemas amortecidos, nos quais a identificação modal é mais difícil (Friswell e 
Mottershead, 1995) e (Modak, 2014). Fritzen (1986) usa os dados da FRF obtidos 
experimentalmente para identificar a matriz de rigidez e a matriz de amortecimento do 
modelo. Lin e Ewins (1994) apresentaram um método iterativo baseado na resposta da 
FRF, em que a diferença física entre o modelo de referência e o modelo analítico é 
escrita como uma função linear dos parâmetros a serem atualizados. Mais recentemente 
Lyu e Yuan (2009), Arora et al. (2009), Pradhan e Modak (2012), Yuan e Lyu (2014) são 
alguns dos autores que desenvolveram e aplicaram esse tipo de método também para 
sistemas com amortecimento. Gang et al. (2014) desenvolvem um método de 
melhoramento de modelos de elementos finitos usando a resposta incompleta da FRF. 
Outras revisões acerca das técnicas de melhoramento de modelos de elementos 
finitos podem ser encontradas em Imregun e Visser (1991), Mottershead e Friswell 
(1993) e Friswell e Mottershead (1995). 
 
Os métodos de updating e modificação estrutural estão fortemente dependentes 
das metodologias e do processo de otimização. 
A otimização é hoje em dia uma ferramenta matemática muito útil em qualquer 
projecto de engenharia. A pretensão de fabricar produtos económicos mantendo o 
patamar de qualidade exigido, leva a que esta técnica seja cada vez mais aplicada no 
projecto dos mesmos. Para otimizar é necessário ter um bom conhecimento das 
variáveis ou parâmetros que definem o produto e transforma-las em termos 
matemáticos, ou seja, em elementos que formulam o problema de otimização. As 
variáveis ou parâmetros de projeto são entidades que variam na procura do ótimo, dentro 
de um limite definido. A escolha dos parâmetros e dos limites de procura depende em 
grande parte da intuição, experiência e conhecimento do projetista. O modelo 
matemático do problema de otimização é definido pelas funções de mérito, também 
conhecidas por funções objectivo, que por sua vez dependem das variáveis ou 
parâmetros do projecto. 
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Os problemas de otimização podem ir desde funções lineares simples com 
poucas variáveis, até aos problemas mais complexos de funções não-lineares que 
envolvem muitas variáveis com constrangimentos e multiplas soluções ótimas locais 
(Nocedal e Wright, 1999). 
 Dependendo do problema em estudo, podem ser usados métodos de otimização 
locais ou globais para encontrar o máximo ou o mínimo de uma função. A seleção do 
método de otimização mais apropriado para uma aplicação particular depende das 
caraterísticas do problema, do tipo de variáveis associadas ao projeto, se são ou não 
desejados todos os mínimos ou máximos locais e da disponibilidade de gradientes das 
funções. Na engenharia, muitos dos problemas de otimização requerem a aplicação de 
métodos de procura global, de modo a evitar que o otimizador fique preso no primeiro 
mínimo ou máximo local encontrado. Os métodos de procura global permitem que o 
otimizador evolua para outras áreas da região envolvente, sendo assim possível obter 
soluções finais mais compatíveis com os objetivos do projeto. 
 Existem duas classes principais de métodos de otimização global: os métodos 
determinísticos e os métodos estocásticos. Nos métodos determinísticos é possível 
prever todos os passos do processo se o ponto de partida for conhecido. Nesse tipo de 
métodos a resposta será sempre a mesma se o ponto de partida inicial for sempre o 
mesmo. Nos métodos estocásticos ou aleatórios, várias escolhas podem ser feitas com 
base em pontos de partida selecionados aleatoriamente no momento de execução do 
algoritmo. Partindo de um mesmo ponto inicial, cada execução do algoritmo seguirá o 
seu próprio caminho, e possivelmente levará a uma resposta final diferente, uma vez que 
um método aleatório não executa a mesma sequência de operações em duas execuções 
sucessivas. Por esse motivo, os métodos estocásticos são usualmente mais rápidos a 
localizar o mínimo ou máximo global que os métodos determinísticos. Na maioria 
destes algoritmos de otimização, sejam determinísticos ou estocásticos, é possível 
identificar duas fases: uma fase local e uma fase global. A exploração exaustiva no 
espaço de procura é delegada para a fase global, onde a função é avaliada num número 
de pontos de amostragem aleatórios selecionados na fase local. Na fase local, os pontos 
de amostragem são manipulados por meio de métodos de procura locais de modo a 
encontrar os candidatos a mínimos ou máximos globais (Horst e Pardalos, 1995). Uma 
introdução mais detalhada acerca dos métodos de otimização global determinísticos e 
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estocásticos, pode ser encontrada respetivamente em Horst e Tuy (1996) e Törn e 
Zilinskas (1989). 
 Existem alguns exemplos de aplicação de métodos determinísticos na área da 
engenharia estrutural, tal como o trabalho de Stolpe (2004), que apresenta o algoritmo 
branch-and-bound aplicado ao problema de encontrar a massa mínima de uma estrutura 
em treliça com restrições de deslocamento e encurvadura local. Mais tarde, usando o 
mesmo algoritmo, Achtziger e Stolpe (2007) desenvolvem um estudo para determinar as 
variáveis ótimas do projeto de uma estrutura do mesmo tipo. Entretanto Lin e Chen 
(2000) enfatizam que os métodos determinísticos são baseados em assunções de funções 
objetivo constrangidas, justificando assim que os métodos determinísticos não podem 
ser aplicados com eficiência satisfatória a problemas que envolvem a otimização de 
variáveis de projeto de estruturas reais. Desta forma, os métodos estocásticos 
tornaram-se mais relevantes para solucionar a maior parte dos problemas de otimização 
global, uma vez que eles são conhecidos por se adaptarem melhor a problemas reais, e 
portanto serem assim muito úteis para aplicações no campo da engenharia estrutural 
(Lucor, 2007). 
 Os métodos estocásticos são inspirados em ambientes naturais compostos por 
populações de indivíduos ou elementos que interagem entre si ou com o ambiente, e que 
envolvem processos químicos, físicos e biológicos. Esses comportamentos sociais 
inspiraram matemáticos e programadores no desenvolvimento de algoritmos que 
envolvem esses fenómenos naturais aleatórios, para solucionar problemas de 
otimização. Esses tipos de algoritmos são também conhecidos por se basearem em 
métodos de múltiplas etapas ou fases, e de procura aleatória, denominando-se por 
Swarm Intelligence (Birbil, 2002). Alguns exemplos destes sistemas são as colónias de 
formigas e térmitas, os bandos de pássaros, os cardumes de peixes, os enxames de 
abelhas, entre outros. Qualquer um destes sistemas é formado com o intuito de 
coletivamente atingirem o mesmo objetivo, nomeadamente alimento ou proteção. 
Alguns exemplos de aplicação destes métodos estão no trabalho de Lin e Chen (2000), 
em que estudam algoritmos de otimização baseados em múltiplas etapas de procura de 
modo a encontrar múltiplas soluções ótimas envolvendo problemas de engenharia 
estrutural, e no trabalho de Eriksson e Arora (2002) para estudarem a eficiência deste 
tipo de algoritmos na otimização do conforto de um autocarro em circulação rodoviária. 
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 Dentro dos métodos estocásticos existe ainda a subclasse dos métodos 
heurísticos que compreendem os métodos que a cada iteração exploram apenas uma 
vizinhança de pontos á volta de cada ponto de partida. Os métodos heurísticos são 
também conhecidas por serem métodos de multi-partida (multi-start), pois envolvem 
vários pontos de partida. É o caso dos métodos evolucionários, o caso da técnica baseada 
num arrefecimento simulado (Simulated Annealing, SA) e o caso da pesquisa tabu 
(Ferreira, 2007). 
Os métodos evolucionários são baseados em algoritmos genéticos (Genetic 
Algorithms, GA), e são inspirados na evolução biológica. Assim, o conjunto de soluções 
possíveis para o problema identifica-se com o conjunto de indivíduos de uma 
população, enquanto a função objetivo representa o ambiente em que os indivíduos 
(soluções) podem “sobreviver”. Traduzindo a analogia, significa isto que após a escolha 
aleatória de um conjunto de pontos admissíveis estes vão ser testados na função 
objetivo. Aqueles que menores valores possuírem (no caso de um problema de 
minimização), serão escolhidos para prosseguirem na pesquisa pelo ótimo global. A 
estes é aplicada uma estratégia de recombinação com o intuito de refinar as novas 
soluções. Perante este conjunto de pontos admissíveis melhorado, um novo teste é feito 
e o ciclo repete-se até que o critério de paragem, previamente definido, seja atingido e 
portanto, o suposto ótimo global encontrado. 
Já o arrefecimento simulado é uma técnica fundamentada por analogia com o 
processo térmico existente para o tratamento de materiais em metalurgia, que consiste 
no arrefecimento lento desses materiais, após sujeitos a um aquecimento. Por analogia, a 
técnica conduz a procura segundo um esquema de arrefecimento, que permite, ou não, 
por comparação com a solução corrente, aceitar outras soluções vizinhas geradas 
aleatoriamente. A temperatura, descrita pelo esquema de arrefecimento, sofre redução 
quando a procura efetua progressos. Assim a procura é intensificada à volta desse ponto. 
Uma desvantagem desta técnica está relacionada com o fato de ser multi-partida, em que 
é analisado um ponto de partida de cada vez, aumentando o esforço computacional. 
A pesquisa tabu é um esquema iterativo que está baseado no movimento de um 
ponto para o ponto vizinho numa única iteração, sendo também um método de 
multi-partida. Durante o processo de procura são guardadas as últimas soluções 
visitadas numa lista denominada por tabu. Se uma solução está já gravada na lista, então 
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a evolução para essa solução é proibida, permitindo que se visitem soluções em zonas 
menos exploradas, sendo mais fácil evitar ótimos locais. 
Alguns exemplos de aplicação destes tipos de algoritmos podem ser encontrados 
em Sonmez (2007) para obter múltiplas formas ótimas em estruturas sujeitas a 
constrangimentos e carregamentos quase estáticos. Também Venazi e Materazzi (2007) 
utilizam este tipo de algoritmos para otimizar estruturas sujeitas ao carregamento do 
vento. Auvinen et al. (2002) recorrem a um algoritmo genético híbrido para encontrar o 
peso mínimo de uma máquina florestal, assim como Keller (2011) que aplica os 
algoritmos evolucionários a um caso de estudo envolvendo o leme lateral de um avião. 
Outros trabalhos importantes na área de melhoramento de modelos de elementos 
finitos em análise de estruturas, envolvendo otimizadores baseados nos métodos 
estocásticos, podem ser encontrados em Levin e Lieven (1998), que usam os algoritmos 
GA e SA de modo a encontrar o mínimo global de entre muitos mínimos locais de uma 
função objetivo apropriada para o melhoramento de um modelo de elementos finitos de 
uma estrutura de uma asa de avião. Teughels et al. (2003) usam o método Coupled Local 
Minimizers (CLM) no programa de melhoramento de modelos de elementos finitos para 
a identificação de danos numa viga de concreto armado. O método combina a rápida 
convergência dos algoritmos locais baseados em gradientes com o algoritmo global GA, 
resultando num algoritmo de otimização global capaz de encontrar o mínimo global da 
função objetivo. O mesmo método é usado por Bakir et al. (2008) para efetuarem o 
melhoramento de uma viga em concreto armado usando 24 variáveis de projeto. Os 
autores comparam o método CLM com diferentes métodos de procura local, tal como o 
método de Gauss-Newton, o algoritmo Levenberg-Marquardt e o algoritmo Sequential 
Quadratic Programming (SQP) existente na toolbox do MatLab®, e provam que o 
método global aplicado produz melhores resultados. Ameri et al. (2012) usam o método 
Globalized Bounded Nelder-Mead para encontrar a orientação ótima das fibras de 
painéis cilíndricos laminados, por maximização da frequência natural fundamental do 
sistema. Os resultados obtidos pelos autores com o método implementado mostram boa 
precisão e menor tempo de otimização quando comparam com os resultados obtidos 
utilizando os GA. Jensen et al. (2014) aplicam os métodos estocásticos para o updating 
de modelos de elementos finitos de edifícios. Os autores usam o método da inferência de 
Bayesian para atualizar e aferir a probabilidade de que a hipótese encontrada é a correta. 
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1.2.3 – Aplicação das Técnicas de Melhoramento de modelos de Elementos Finitos 
a Juntas de Ligação 
 A modelação de juntas em elementos finitos sempre acarretou algumas 
incertezas para os engenheiros e projetistas de estruturas. As juntas são na maioria das 
vezes modeladas seguindo um princípio de experiência acumulada pelos engenheiros e 
utilizando critérios próprios, fato este que introduz erros e incertezas no modelo, e que 
por sua vez originam incremento de custos na fase de desenvolvimento dos produtos. A 
pressão económica impõe assim a necessidade de aplicar as técnicas de melhoramento 
de modelos de elementos finitos ao melhoramento desses modelos. Wang e Sas (1990) 
discutem alguns modelos de juntas propostas para a análise dinâmica de estruturas, bem 
como a sua parametrização com base em resultados modais obtidos experimentalmente. 
Mottershead et al. (1994), Ahmadian et al. (1996) desenvolvem o conceito da 
modelação em elementos finitos de juntas soldadas rígidas, ou seja, com as mesmas 
propriedades do material base. Esse conceito está baseado na união direta entre os nós 
dos elementos de viga que constituem o modelo. Os autores aplicam posteriormente o 
updating para o melhoramento do modelo de elementos finitos. O conceito de ligação 
rígida em juntas soldadas é particularmente válido, pois devido ao processo de 
soldadura, a rigidez na área circundante à solda aumenta, sendo por isso superior à do 
material base. Assim a modelação da ligação entre dois elementos pode, a nível de 
propriedades de material, ser considerada como uma continuidade do material base. 
Horton et al. (1999) aplicam o mesmo conceito e as técnicas de updating para o 
melhoramento de um modelo de elementos finitos formado por vigas em forma de H e 
unidas por junta soldada. Ahmadian et al. (2006) fazem o updating de juntas 
caracterizadas por grandes regiões de contato entre superfícies. As juntas são modeladas 
utilizando elementos sólidos de 8 nós que fazem a interface entre os elementos de placa 
a unir, e possuem propriedades de material que podem ser ajustadas para melhorar o 
comportamento do modelo. Duque et al. (2007) descrevem uma metodologia para 
obtenção das melhores condições iniciais para o processo de updating da estrutura de 
um autocarro unida por soldadura. Os autores propõem um procedimento dividido em 
três fases. Na primeira fase, a fase de selecção do conjunto de parâmetros, o objectivo é 
reduzir o número de parâmetros utilizados no processo de otimização, e selecionar os 
mais influentes. A segunda fase está relacionada com a escolha dos valores iniciais para 
esses parâmetros, sendo executado o processo de otimização com o objectivo de 
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encontrar os melhores pontos de partida, para que na terceira, e última fase do processo, 
esses pontos sejam explorados mais exaustivamente. Gant et al. (2011) e Gant et. al 
(2013) aplicam a metodologia de updating para estimar os parâmetros de rigidez de 
juntas aparafusadas e rebitadas em painéis de aviões. O modelo numérico é modelado 
com elementos de placa na estrutura do painel e um elemento com propriedades de 
rigidez por cada parafuso.  
 
1.2.4 – Algumas Limitações das Técnicas de Melhoramento de Modelos de 
Elementos Finitos 
 Pode-se dizer que o melhoramento de modelos de elementos finitos é hoje em 
dia uma técnica relativamente fiável e que tem sido largamente estudada, desenvolvida e 
aplicada. No entanto existe ainda margem para explorar dentro desse campo. Por 
exemplo, para que o updating feito de forma automática seja levado a cabo com sucesso, 
é necessário que o modelo a melhorar esteja relativamente próximo do modelo de 
referência. O trabalho de Meireles (2007) é disso um exemplo. Neste trabalho o autor 
faz com sucesso o updating de um modelo simplificado de uma placa, usando como 
referência dados obtidos experimentalmente. Apesar de tudo, o autor refere que o 
principal fator para o sucesso do updating é a relativa proximidade entre o modelo de 
elementos finitos a melhorar e o modelo de referência. De facto, em alguns casos o 
updating não é efetuado com sucesso. Isso acontece quando, por exemplo, o modelo de 
elementos finitos a melhorar é demasiado grosseiro e geometricamente muito diferente 
do modelo de referência, promovendo assim a existência inicial de pares de modos não 
correlacionados entre os dois modelos. Nessas condições, o updating com base nas 
caraterísticas modais não pode ser efetuado com sucesso. O trabalho de Zivanovic et al. 
(2007) é baseado nesse princípio e procura contornar esse problema. Os autores dividem 
o processo de updating em quatro etapas: modelação do modelo de elementos finitos; 
análise modal e interpretação dos resultados; refinamento manual do modelo; updating 
automático. Estes autores começam por realizar um ajustamento manual, empírico, e de 
elevado consumo de tempo no modelo de elementos finitos, mas necessário para reduzir 
o erro inicial entre as frequências naturais de 30% para 4%. Após aplicação do 
ajustamento manual, o modelo de elementos finitos fica então suficientemente próximo 
do modelo de referência para que o updating automático seja efetuado com sucesso. 
Fica então claro que a dificuldade do problema cresce quando essa condição de 
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suficiente aproximação entre os dois modelos não é satisfeita, e alguns pares de modos 
não podem ser correlacionados, causando divergências no processo matemático. Isso é 
uma desvantagem das técnicas automáticas de melhoramento de modelos de elementos 
finitos, uma vez que os modos não correlacionados também contribuem com 
informação acerca do comportamento estrutural dinâmico do modelo. Além disso, a 
quantidade de modos para processar o updating é também pequena, o que contribui para 
um resultado pobre, ou mesmo impossível, processo de updating. 
 Tendo em linha de conta os problemas expostos, um trabalho recente, 
desenvolvido por Modak (2014), propõe uma nova solução que pretende ultrapassar 
essas limitações na forma de um novo método de updating que aceita modos 
correlacionados e modos não correlacionados. Apesar de esse trabalho ser um 
importante e relevante passo na área do updating, a técnica proposta pelo autor é por ele 
aplicada a modelos de elementos finitos a melhorar geometricamente ainda muito 
semelhantes aos modelos de referência. 
 
1.3 – Objetivos e Estruturação da Tese 
 O objetivo principal deste trabalho é obter um modelo de elementos finitos 
simplificado para representação de juntas rebitadas em análise dinâmica de estruturas 
usando uma ferramenta de melhoramento de modelos de elementos finitos. Pretende-se 
também evoluir um programa de melhoramento de modelos de elementos finitos, já 
desenvolvido, para melhor responder ao objetivo principal. As evoluções a implementar 
passam por dotar o programa com um otimizador de procura global baseado nos 
métodos estocásticos. Pretende-se também desenvolver e implementar no mesmo 
software uma função multi-objetivo para otimização das caraterísticas geométricas, da 
resposta estática e da resposta dinâmica de estruturas. Como consequência dessa 
implementação pretende-se introduzir uma nova abordagem de melhoramento de 
modelos de elementos finitos que permite partir de modelos a melhorar inicialmente 
muito distantes dos modelos de referência e fazer um ajustamento inicial automático ao 
modelo de referência. Assim, o mesmo ficará capacitado para lidar na otimização de 
modelos com pares de modos não correlacionados. No fim pretende-se também 
desenvolver um modelo analítico, baseado numa equação matemática, que represente os 
modelos simplificados de juntas rebitadas. 
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A tese encontra-se estruturada em sete capítulos principais e que a seguir se 
resumem. 
 
No capítulo 1 definem-se o contexto e a motivação deste trabalho. É efetuado 
também um resumo do estado da arte dos temas abordados neste trabalho. Descrevem-se 
ainda os principais objectivos pretendidos com o presente trabalho. 
 
No capítulo 2 é feita uma introdução à ao comportamento dos materiais quando 
submetidos a solicitações estáticas, à dinâmica estrutural, à análise modal experimental 
e à identificação modal. Apresentam-se alguns aspectos ligados à otimização e qual o 
papel desta no melhoramento de modelos de elementos finitos. Abordam-se também 
alguns aspetos relacionados com a especificação de rebites e de juntas rebitadas segundo 
o eurocódigo. Chama-se aqui a atenção do leitor para o fato de que alguns temas teóricos 
mais específicos de cada capítulo são abordados no próprio capítulo. 
 
No capítulo 3 apresenta-se a aplicação de duas técnicas de otimização global 
estocásticas a um programa de melhoramento de modelos de elementos finitos, já 
desenvolvido, mas cuja técnica de otimização implementada é apenas local. Aplica-se o 
programa a um caso exemplificativo, e compara-se a performance das técnicas de 
otimização global com técnica de otimização local. 
  
No capítulo 4 faz-se a apresentação do desenvolvimento um método sequencial 
de duas etapas para modificação estrutural e melhoramento de modelos de elementos 
finitos baseado numa função de otimização multi-objetivo. O método desenvolvido 
apresenta novidades no sentido de que é possível otimizar os modelos com base no 
comportamento estático e dinâmico do sistema. Outra mais-valia deste método de duas 
etapas é que pode ser também aplicado nos casos em que existem pares de modos não 
correlacionados entre o modelo de referência e o modelo de elementos finitos a 
melhorar. Dois exemplos são apresentados para aferir a robustez do novo método. 
 
No capítulo 5 descreve-se o desenvolvimento de modelos de elementos finitos 
simplificados para representação de juntas rebitadas em análise dinâmica de estruturas. 
O rebite é representado em elementos finitos com recurso a elementos 
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mola-amortecedor. A metodologia de melhoramento de modelos de elementos finitos, 
apresentada no Capítulo 3, é usada para determinar o valor da constante rigidez da mola 
dos elementos mola-amortecedor que simulam o rebite, tendo como referência os 
modelos experimentais de juntas rebitadas construídos e submetidos a análise modal 
experimental. O objetivo é obter a melhor representação da ligação estrutural em 
modelos de elementos finitos de juntas rebitadas relativamente às amostras 
experimentais.  
 
No capítulo 6 apresenta-se o desenvolvimento matemático de um modelo 
analítico para representar modelos simplificados de juntas rebitadas. Faz-se uso dos 
valores das constantes de rigidez das molas obtidos no Capítulo 5 para quantificar a área 
de material afetado, ou seja, a área de distribuição de tensões, devido aos carregamentos 
de compressão provocados pelos rebites no material das peças unidas. Com base no 
valor da área afetada para caso de estudo do Capítulo 5, é desenvolvida a equação para 
determinar a área de material afetado, e consequentemente é deduzida a equação geral 
para determinar a constante de rigidez da mola dos elementos mola-amortecedor. O 
novo modelo analítico é depois aplicado a vários casos de estudo.    
 
No capítulo 7 resumem-se as conclusões e apresentam-se recomendações para os 
trabalhos futuros. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 CAPÍTULO 2 – CONCEITOS TEÓRICOS 
FUNDAMENTAIS 
 
A maior parte dos equipamentos e sistemas estruturais estão sujeitos a esforços 
tanto estáticos como dinâmicos. Para a realização deste trabalho importa identificar os 
princípios de base dos fenómenos envolvidos no comportamento das estruturas quando 
sujeitas a esses tipos de esforços. Assim, pretende-se neste capítulo resumir um conjunto 
de conhecimentos que envolvem as análises estáticas e dinâmicas estudadas, e que 
permitem por sua vez ajudar a suportar, interpretar e explicar as decisões tomadas ao 
longo do trabalho. Abordam-se inicialmente alguns aspetos do comportamento dos 
materiais quando submetidos a solicitações estáticas e dinâmicas. Abordam-se também 
alguns aspetos da análise modal experimental e é feita uma introdução aos algoritmos 
usados na otimização e melhoramento de modelos de elementos finitos. Por último 
abordam-se os tipos de elementos finitos aplicados aos modelos usados neste trabalho, 
e a especificação de rebites e juntas rebitadas. 
 
2.1 – Análise Estrutural de Sistemas Mecânicos 
 A análise estrutural de sistemas mecânicos compreende a obtenção da resposta 
das estruturas perante solicitações estáticas ou dinâmicas. A resposta pode ser 
caraterizada por tensões e deformações no caso de se tratar de uma análise estática, ou 
caraterizada por frequências naturais e modos de vibração no caso de se tratar de uma 
análise dinâmica. 
 Todos os sólidos possuem a capacidade de se deformar quando submetidos a 
esforços ou carregamentos estáticos, podendo recuperar, ou não, as suas dimensões 
iniciais após a remoção desses esforços, dependendo de ter, ou não, sido excedida uma 
determinada força limite admissível para o material do corpo. Se essa força limite não 
for excedida, o corpo mantém-se no domínio elástico podendo recuperar as suas 
dimensões iniciais se a carga exterior for removida. Caso a força limite do material seja 
ultrapassada, o corpo passa a ter um comportamento elasto-plástico, entrando no 
domínio da plasticidade, ficando permanentemente deformado, recuperando apenas 
parte da deformação sofrida. 
 O comportamento elástico dos sólidos segue a Lei de Hooke 
lkF ∆⋅= ,          (2.1) 
Melhoramento de Modelos Dinâmicos de Elementos Finitos Identificados Experimentalmente 
24 
onde F  é a força a atuar no corpo, k  é a constante elástica ou rigidez do corpo e l∆  é 
o alongamento sofrido pelo corpo devido à aplicação da força F . 
 Por outro lado, e manipulando a Eq. (2.1), a rigidez k  é definida como a relação 
entre uma força constante F , que atua sobre um meio elástico deformável, e um 
deslocamento resultante l∆ . Assim a rigidez pode ser expressa como 
l
F
k
∆
= ,          (2.2) 
ou 
0L
AE
k
⋅
= .          (2.3) 
em que 0L  é o comprimento inicial do corpo e A  é a área da secção do corpo. 
A Eq. (2.3) define assim a rigidez axial, que representa a capacidade que o sólido 
possui em resistir ao alongamento ou compressão quando sujeito à aplicação de cargas 
segundo o seu eixo. 
 Algumas caraterísticas geométricas dos sólidos, como o momento de inércia de 
área, momento polar de inércia, produto de inércia, centro de massa e área, têm 
influência no seu comportamento quando submetidos tanto a solicitações estáticas como 
dinâmicas. 
 O momento de inércia de área, denotado por I , é uma grandeza que mede a 
resistência que uma determinada área oferece quando solicitada à flexão. Por sua vez, o 
momento polar de inércia, denotado por pI , mede a resistência que uma determinada 
área oferece quando solicitada à torção. 
 O centro de massa (CM) representa o ponto onde toda a massa de um corpo ou 
sistema de corpos está concentrada. O conhecimento da posição do centro de massa é 
importante, na medida em que está relacionado com o valor do momento e produto de 
inércia. No desenrolar deste trabalho são usados os valores de momentos e produtos de 
inércia calculados relativamente à origem. A relação entre esses parâmetros geométricos 
pode ser efetuado recorrendo ao teorema de Steiner, também conhecido como teorema 
dos eixos paralelos. Considerando a Figura 2.1, e aplicando o teorema dos eixos 
paralelos, o momento de inércia na direção “x” e “y” do eixo que passa na origem O, 
respetivamente denotado por xI  e yI , é dado respetivamente por 
2
2dAII CMxx ⋅+=   (2.4) 
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e 
2
1dAII CMyy ⋅+= ,  (2.5) 
onde 
CMx
I e 
CMy
I  são, respetivamente, o momento de inércia de área na direção “x” e “y” 
relativamente ao eixo que passa pelo centro de massa da área, e 1d e 2d  são, 
respetivamente, a distância na direção “x” e “y” ao eixo que passa na origem O ao centro 
de massa da área. 
 
Figura 2.1 – Exemplo para aplicação da regra dos eixos paralelos. 
Os valores de 
CMx
I e 
CMy
I  são calculados em função da forma da secção da área 
do sólido. 
Por sua vez o produto de inércia yxI ,  relativamente à origem é, aplicando o 
teorema dos eixos paralelos, dado por 
21,, ddAII CMCM yxyx ⋅⋅+=   (2.6) 
 
 Em muitos casos, os materiais são solicitados para além do domínio elástico, 
ficando com deformações permanentes, que não desaparecem após a remoção das 
cargas. Esse fenómeno é usado na indústria metalomecânica, nomeadamente nos 
processos de conformação dos metais por deformação plástica a frio. Nestes processos 
a partir da matéria-prima em forma de chapa, placa, perfil, etc., pode obter-se a forma 
final pretendida para a peça provocando deformações plásticas no material (De Moura 
Branco, 1998). Quando um metal é deformado a baixas temperaturas (abaixo da 
temperatura de recristalização) ocorre o fenómeno de encruamento. O encruamento é 
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assim o endurecimento de um metal por deformação plástica, tornando-o menos dúctil 
e mais frágil. 
 No processo de rebitagem ocorre um processo semelhante (Zhang et al, 2011). 
Quando a espiga do rebite é tracionada acontece a deformação e dilatação do corpo do 
rebite, processo pelo qual este é moldado ao seu furo de alojamento. O rebite sofre assim 
deformações plásticas durante o processo de rebitagem, não voltando à sua forma 
inicial. No entanto, durante a sua função como elemento de ligação entre dois 
componentes, ele mantém as suas propriedades elásticas, não entrando, desde que não 
seja ultrapassado o seu limite de cedência, no regime plástico. Convém salientar que, 
devido ao aumento da dureza provocada pelo encruamento no processo de rebitagem, o 
limite de cedência do rebite vai sofrer uma redução. Contudo, as solicitações a que as 
juntas rebitadas usadas neste trabalho estão sujeitas, não provocam tensões ou 
deformações acima do regime elástico. Por isso não são desenvolvidas neste trabalho 
análises do tipo não linear. 
 
2.2 – Dinâmica de Estruturas 
A análise e caraterização do comportamento dinâmico de estruturas baseiam-se 
num conjunto de fundamentos que usualmente são aplicados a modelos estruturais com 
um ou mais graus de liberdade (GDL) (Clough e Penzien, 1995). Qualquer estrutura 
solicitada dinamicamente apresenta um comportamento de resposta que a carateriza. A 
abordagem à sua resposta pode ser feita de forma analítica nos casos simples, recorrendo 
a modelos aproximados e utilizando ferramentas de simulação numérica, ou por via 
experimental utilizando instrumentação adequada e a métodos de tratamento de sinal 
para obtenção da identificação modal. A identificação modal está portanto relacionada 
com a resposta da estrutura às solicitações dinâmicas. As solicitações dinâmicas são 
excitações externas à estrutura, governadas por um modelo matemático, que juntamente 
com a resposta da estrutura proporcionam a obtenção de um modelo matemático da 
relação excitação-resposta. A resposta da estrutura é o movimento vibratório que se 
carateriza pelas frequências naturais e modos de vibração naturais, sendo estes os 
parâmetros dinâmicos próprios da estrutura e que definem o modelo modal. 
Dependendo da complexidade e número de GDL’s, o modelo a adoptar pode ser 
discreto, como é o caso do sistema de suspensões dos veículos automóveis, ou contínuo, 
como é o caso das vigas, devendo o modelo em qualquer dos casos representar 
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aproximadamente as propriedades geométricas e físicas da estrutura, normalmente 
expressas através das matrizes de massa, rigidez e amortecimento. 
 
Qualquer estrutura que é excitada por uma força a variar no tempo, está sujeita 
a vibrações (Fertis, 1984:2). As vibrações ocorrem devido ao deslocamento da massa 
quando esta é excitada. Se esses deslocamentos se repetirem de forma idêntica em 
intervalo de tempos iguais, o movimento designa-se por periódico, podendo este ser 
harmónico e não harmónico. A frequência de vibração fundamental nf  do sistema é 
dada por 
T
f n
1
= , (2.7) 
em que T
 
é o período do movimento. 
Se o movimento é periódico e harmónico, o sistema apresenta apenas uma 
frequência natural. Se o movimento é periódico mas não harmónico, o sistema apresenta 
uma frequência fundamental e as frequências correspondentes aos harmónicos 
superiores que são múltiplos inteiros da frequência fundamental. 
 As vibrações podem ser livres ou forçadas. Nas vibrações livres, a massa vibra 
harmonicamente devido à sua própria inércia, não necessitando de qualquer força 
exterior para manter o seu movimento, e diz-se que as frequências são naturais. No caso 
das vibrações forçadas, existe uma força exterior varável no tempo aplicada com uma 
ou várias frequências que provocam o movimento do sistema. As forças externas 
responsáveis por colocar uma estrutura a vibrar são normalmente o vento, as ondas, o 
som, terramotos, motores, aplicação de cargas e causas mecânicas. 
 As vibrações forçadas podem ser classificadas como periódicas, não periódicas 
(transitórias) e aleatórias. Os carregamentos aleatórios, por sua vez podem ser de dois 
tipos: estacionários e não estacionários.  
 O movimento harmónico é um caso particular do movimento periódico, e é 
caraterizado por uma função sinusoidal. Quando a vibração, depois de um estado 
estacionário, deixa de ser harmónica, designa-se por vibração transitória, como é o caso 
da paragem ou arranque de um equipamento. 
 
2.2.1 – Vibrações Livres de Sistemas com um GDL 
Para o sistema com um GDL representado na Figura 2.6, constituído por uma 
massa m , ligado a uma mola de constante elástica k , amortecido por um amortecedor 
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de constante de amortecimento c  e submetido a uma força perturbadora externa 
considerada harmónica a variar no tempo ( )tf , a equação do movimento que governa 
o sistema é dada por 
( )tfkxxcxm ... =++ .  (2.8) 
onde 
..
x , 
.
x  e x  são, respetivamente, a aceleração, a velocidade e o deslocamento do 
sistema. 
 
Figura 2.6 – Representação esquemática de um sistema com um GDL em: a) equilíbrio, b) movimento e 
c) diagrama de corpo livre (adaptado de Jazar, 2008). 
 
Para um sistema com um GDL de massa m
 
ligado a uma mola de constante 
elástica k , como representado na Figura 2.7, animado de movimento harmónico 
simples, sendo abandonado a si próprio, sem forças perturbadoras externas e sem 
amortecimento, a equação do movimento é dada por 
0=+ kxxm
..
. (2.9) 
 
Figura 2.7 – Representação esquemática de um sistema com um GDL sem forças perturbadoras externas 
e sem amortecimento em: a) equilíbrio, b) movimento, c) diagrama de corpo livre (adaptado de Jazar, 
2008). 
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A solução que satisfaz a equação diferencial linear de segunda ordem (2.9) pode 
ser escrita como 
( )tAtx nωcos)( = , (2.10) 
onde A  é uma constante que depende das condições em 0=t , nω  é a frequência natural 
angular do sistema em rad/s e t  o instante de tempo. 
 Por outro lado a equação 
( )tBtx nωsin)( =  (2.11) 
também  satisfaz a  equação diferencial (2.9), onde B  é uma constante que depende das 
condições em 0=t . Assim a solução geral é dada pela solução complementar 
( ) ( )tBtAtx nn ωω sincos)( += . (2.12) 
A primeira e segunda derivadas da Eq. (2.10) podem ser escritas como uma 
velocidade 
.
x  e uma aceleração 
..
x  por, respetivamente, 
( )tAtx nn
.
ωω sin)( −=
 (2.13) 
e 
( )t-Atx n2n
..
ωω cos)( = . (2.14) 
Substituindo as Eq.s (2.14) e (2.10) na Eq. (2.9), vem 
( )( ) ( )( ) 02 =+− tAktAm nnn ωωω coscos , (2.15) 
e a partir da qual se obtém 
m
k
km nn =⇔=+−
22 0 ωω , (2.16) 
A frequência natural angular do sistema da Figura 2.7 é assim calculada por 
m
k
n =ω . (2.17) 
 A partir da Eq. (2.12) é possível determinar as constantes A  e B  no inicio do 
movimento do sistema (instante 0=t ), tal que 
0xA =  (2.18) 
e 
n
x
B
ω
.
0
= . (2.19) 
 A solução geral passa assim a ser definida por  
Melhoramento de Modelos Dinâmicos de Elementos Finitos Identificados Experimentalmente 
30 
( ) ( ) ( )txtxtx n
n
n ωω
ω sincos
.
0
0 += . (2.20) 
 Por sua vez, a amplitude do movimento X  é definido como a hipotenusa de um 
triângulo retângulo com cateto adjacente 0x  e cateto oposto 
n
x
ω
0
, tal que 
2
02
0 







+=
n
x
xX ω
.
. (2.21) 
 Transformando a Eq. (2.20) em 
( ) ( ) ( )








+= t
X
x
t
X
x
Xtx n
n
n ωω
ω sincos
.
00
, (2.22) 
e sabendo que ( )ψ
X
x
cos=0
 e ( )ψ
X
x
n
sin
.
=
ω
0
, pode-se escrever 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tψtψXtx nn ωω sinsincoscos +=  (2.23) 
ou 
( ) ( )ψtXtx n −= ωcos , (2.24) 
em que ψ  é o ângulo de fase. 
 
2.2.2 – Vibrações Livres com Amortecimento Viscoso 
 Para o caso de vibrações livres com amortecimento a equação diferencial de 
segunda ordem é dada por 
0=++ kxxcxm
...
, (2.25) 
em que a solução que a satisfaz é do tipo  
stCetx =)(
 (2.26) 
sendo C  uma constante que depende das condições em 0=t . 
 Obtendo a primeira e segunda derivadas de (2.26), respetivamente dadas por 
( ) stCsetx =.
 (2.27) 
e 
( ) steCstx 2=.. , (2.28) 
e substituindo-as em (2.25), obtém-se 
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02 =++ ststst kCecCseemCs . (2.29) 
 Simplificando (2.29) obtém-se a equação de segundo grau 
02 =++ kcsms , (2.30) 
em que a sua solução é dada por duas raizes 
m
k
m
c
m
c
s
s
−




±−=



2
2
1
22
. (2.31) 
 Assim pode-se escrever a solução geral como a solução complementar 
( ) tsts eCeCtx 21 21 += , (2.32) 
em que 1s  e 2s  dependem do tipo de amortecimento presente no sistema. Um sistema 
pode ser classificado quanto ao amortecimento como: crítico, sub-amortecido ou super-
amortecido. 
 Da literatura (Jazar, 2008), sabe-se que a razão de amortecimento ξ  é dada por 
km
c
2
=ξ , (2.33) 
e a partir da qual se pode escrever o coeficiente de amortecimento c  como 
ξkmc 2= . (2.34) 
 Um sistema possui amortecimento crítico quando a razão de amortecimento ξ  é 
igual a 1. Para os casos em que 1<ξ  e 1>ξ o sistema é, respetivamente, do tipo sub-
amortecido e sobre-amortecido.  
 A constante de rigidez k  da mola é obtida a partir de (2.17), tal que 
2
nmk ω= . (2.35) 
Substituindo a Eq. (2.35) na Eq. (2.34) obtém-se 
ξω mc n2= . (2.36) 
 Aplicando (2.36) em (2.31), pode-se obter as raízes 1s  e 2s  através de 
12
2
1
−±−=


 ξωξω nn
s
s
. (2.37) 
No caso do sistema ser criticamente amortecido, ou seja, 1=ξ , o radicando da 
Eq. (2.37) é nulo, pelo que 
nss ω−== 21 . (2.38) 
 A solução geral pode ser escrita como 
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( ) tt nn teCeCtx ωω −− += 21 , (2.39) 
em que o segundo termo é uma segunda solução independente que satisfaz a equação 
diferencial de segunda ordem (2.25), como demonstrado por (Delgado e Arêde, 2000). 
A partir da Eq. (2.39) é possível determinar as constantes 1C  e 2C  no inicio do 
movimento do sistema (instante 0=t ), tal que 
01 xC =  (2.40) 
e 
002 xxC nω+=
.
. (2.41) 
 Assim, a solução geral passa assim a ser definida por  
( ) ( ) 




 ++= − txtxetx n
tn
.
00 1 ω
ξω
. (2.42) 
No caso de um sistema sobre-amortecido, ou seja, 1>ξ , a equação de segundo 
grau (2.30) possui duas raízes reais, tal que, a solução geral é dada por 
( ) tt nnnn eCeCtx  −−− −+− += 1211
22 ξωξωξωξω
, (2.43) 
ou alternativamente na seguinte forma 
( ) ( ) ( )( )tAtAetx nntn 11 2221 −+−= − ξωξωξω sinhcosh  (2.44) 
As constantes 1A  e 2A  são determinadas para o inicio do movimento do sistema 
(instante 0=t ), tal que 
01 xA =  (2.45) 
e 
12
00
2
−
+
= ξω
ξω
n
nxxA
.
. (2.46) 
 A solução geral passa assim a ser definida por  
( ) ( ) ( )








−
−
+
+−= − t
xx
txetx n
n
n
n
tn 1
1
1 2
2
002
0 ξωξω
ξωξωξω sinhcosh
.
 (2.47) 
No caso de um sistema sub-amortecido, ou seja, 1<ξ , a equação de segundo 
grau (2.30) possui duas raízes imaginárias, tal que, 
2
2
1
1 ξωξω −±−=



nn i
s
s
, (2.48) 
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em que 21 ξω −n  representa a frequência natural angular amortecida dω , menor que 
nω .  
Assim, a solução geral para um sistema do tipo sub-amortecido é dada por 
( ) ( ) ( )titi dndn eCeCtx ωξωωξω −−+− += 21 . (2.49) 
 Recorrendo às equações de Euler pode-se escrever a Eq. (2.49) como 
( ) ( ) ( )( )tBtAetx ddtn ωωξω sincos += − . (2.50) 
À semelhança dos casos anteriores são determinadas as constantes A  e B  no 
inicio do movimento do sistema (instante 0=t ), tal que 
0xA =  (2.51) 
e 
d
nxxB
ω
ξω 00 +
=
.
. (2.52) 
 Assim, a solução geral passa a ser definida por  
( ) ( ) ( )







 +
+= − t
xx
txetx d
d
n
d
tn ω
ω
ξω
ωξω sincos
.
00
0 . (2.53) 
 À semelhança do caso sem amortecimento, a amplitude do movimento X  é 
definido como a hipotenusa de um triângulo retângulo com cateto adjacente 0x  e cateto 
oposto 
d
nxx
ω
ξω 00 +
.
, tal que 
2
002
0 






 ++=
d
nxxxX ω
ξω.
. (2.54) 
 Transformando a Eq. (2.53) em 
( ) ( ) ( )







 +
+= − t
X
xx
t
X
x
Xetx d
d
n
d
tn ω
ω
ξω
ωξω sincos
.
000
, (2.55) 
e sabendo que ( )ψ
X
x
cos=0
 e ( )ψ
X
xx
d
n sin
.
=
+
ω
ξω 00
, pode-se escrever 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tψtψXetx ddtn ωωξω sinsincoscos += −  (2.56) 
ou 
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( ) ( )ψtXetx dtn −= − ωξω cos . (2.57) 
Na Figura 2.8 apresenta-se o movimento do sistema em função do tipo de 
amortecimento. O sistema criticamente amortecido e sobre-amortecido não entram em 
movimento oscilatório, verificando-se que os sistemas criticamente amortecidos 
retornam à posição de equilíbrio mais rapidamente que os sistemas sobre-amortecidos. 
Para o caso do sistema do tipo sub-amortecido verifica-se um movimento 
oscilatório com fator de atenuação tne ξω−  com período de vibração amortecida dT  
d
dT ω
π2
= . (2.58) 
 
Figura 2.8 – Representação do movimento do sistema em função do tipo de amortecimento (adaptado 
de Cossolino e Pereira, 2010). 
 
2.2.3 – Resposta ao Carregamento Forçado de Amplitude Constante sem 
Amortecimento 
Considere-se agora um sistema com um GDL ao qual é aplicado um 
carregamento harmónico, como representado na Figura 2.9. Desprezando o 
amortecimento, a equação de equilíbrio dinâmico é assim definida por 
( )tFkxxm ωsin.. =+ . (2.59) 
em que ω  é a frequência de excitação do sistema. 
A solução complementar ( )tx c  é dada por (2.12) e a solução particular ( )tx p  
pode ser do tipo 
( ) ( )tXtx p ωsin= , (2.60) 
em que a primeira e segunda derivadas são dadas, respetivamente, por 
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( ) ( )tXtx p ωω cos. =  (2.61) 
e 
( ) ( )tXtx p ωω sin.. 2−= . (2.62) 
 
Figura 2.9 – Sistema com um GDL, excitado por uma força externa harmónica (adaptado de Jazar, 
2008). 
 
 Substituindo (2.62) e (2.60) em (2.59) vem 
( ) ( ) ( )tFtXktmX ωωωω sinsinsin =+− 2 , (2.63) 
onde 
mk
F
X
2ω−
= . (2.64) 
 Sabendo que 2
n
km
ω
= , podemos escrever 
20
2
2 1
1
1
1
r
X
k
F
X
n
−
=
−
=
ω
ω
, (2.65) 
em que 
k
F é o deslocamento estático, aqui definido por 0X , e 
nω
ω
 é a razão r  de 
frequências. Quando nωω = , 1=r , o que indica que a frequência ω  com que a força 
externa excita o sistema é igual à frequência natural nω  do sistema. Como consequência 
dessa igualdade diz-se que o sistema entra em ressonância. Isto apenas se verifica nos 
casos em que o sistema é não amortecido. 
A solução geral é dada pela soma da solução complementar ( )tx c  (Eq. 2.12) 
com a solução particular ( )tx p  (Eq. 2.60), tal que 
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( ) ( ) ( ) ( )t
r
XtBtAtx nn ωωω sinsincos 20 1
1
−
++= . (2.66) 
A partir da Eq. (2.66) é possível determinar as constantes A  e B  no inicio do 
movimento do sistema (instante 0=t ). Admitindo que para 0=t  a posição inicial e a 
velocidade inicial do sistema são, respetivamente, 00 =x  e 00 =
.
x , vem 
0=A  (2.67) 
e 
20
20
1
1
r
r
Xr
X
B
n −
−=
−
−=
ω
ω
. (2.68) 
 Assim a solução geral passa a ser definida por  
( ) ( ) ( )( )trt
r
X
tx nωω sinsin −
−
=
2
0
1
, (2.69) 
sendo definida pela sobreposição de duas funções harmónicas com frequências 
diferentes, pelo que o movimento resultante não é harmónico. A função ( )tωsin  
representa a resposta em estado estacionário, enquanto a função ( )tr nωsin  representa a 
resposta transitória do sistema. 
 Contudo, quando ( ) ∞=→= txr 1 , sendo impossível determinar ( )tx . Assim, 
uma solução particular possível é 
( )tCttx p ωcos)( = , (2.70) 
em que a primeira e segunda derivadas são dadas, respetivamente, por 
( ) ( ) ( )tCttCtx p ωωω sincos. −=  (2.71) 
e 
( ) ( ) ( )tCttCtx p ωωωω cossin.. 22 −−= . (2.72) 
 Substituindo (2.72) e (2.70) em (2.59), e sabendo que nωω = , vem 
( ) ( ) ( ) ( )tFtmCttmCttmC ωωωωωωω sincoscossin =+−− 222 . (2.73) 
 Assim, 
m
F
C
ω2
−= . (2.74) 
A solução geral é então dada por 
( ) ( ) ( ) ( )tt
m
F
tBtAtx ω
ω
ωω cossincos
2
−+= . (2.75) 
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A partir da Eq. (2.75) é possível determinar as constantes A  e B  no inicio do 
movimento do sistema (instante 0=t ). Admitindo que para 0=t  a posição inicial e a 
velocidade inicial do sistema são, respetivamente, 00 =x  e 00 =
.
x , vem 
0=A  (2.76) 
e 
m
F
B
22ω
= . (2.77) 
 A solução geral, para o caso de sistemas não amortecidos, em que 1=r , passa 
assim a ser definida por  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ttt
k
F
tt
m
F
t
m
F
tx ωωωω
ω
ω
ω
cossincossin −=−=
222 2
 (2.78) 
 
2.2.4 – Resposta ao Carregamento Forçado de Amplitude Constante com 
Amortecimento 
 Para o caso de um sistema com carregamento harmónico, em que é considerado 
o amortecimento do tipo viscoso (Figura 2.9), a equação de equilíbrio dinâmico é dada 
por 
( )tFkxxcxm ωsin... =++ . (2.79) 
A solução complementar ( )tx c  é dada por (2.49) e a solução particular ( )tx p  
por 
( ) ( )tCtCtx p ωω cossin)( 21 += , (2.80) 
em que a primeira e segunda derivadas são dadas, respetivamente, por 
( ) ( ) ( )tCtCtx p ωωωω sincos. 21 −=  (2.81) 
e 
( ) ( ) ( )tCtCtx p ωωωω cossin.. 2221 −−= . (2.82) 
 Substituindo (2.82) e (2.80) em (2.79) vem 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )tFktCtC
ctCtCmtCtC
ωωω
ωωωωωωωω
sincossin
sincoscossin
=++
+−+−−
21
21
2
2
2
1
. (2.83) 
 Por separação dos múltiplos de sin e cos , dividindo todos os termos por m , e 
sabendo que ξωnmc 2=  e 2nmk ω= , obtém-se 
( ) ( ) ( )t
m
F
tCCC nn ωωωξωωω sinsin =+−− 21221 2  (2.84) 
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e 
( ) ( ) 02 22122 =++− tCCC nn ωωξωωω cos . (2.85) 
 Dividindo todos os termos por 2nω , vem 
( ) ( )
k
F
rCCr
k
F
CrCrC =−−⇔=+−− ξξ 2121221 212  (2.86) 
e 
( ) ( ) 02102 1222122 =+−⇔=++− ξξ rCCrCrCrC , (2.87) 
onde, pela regra de Cramer se obtém 
( ) ( )222
2
1
21
1
rr
r
k
F
C ξ+−
−
=
 (2.88) 
e 
( ) ( )2222 21
2
rr
r
k
F
C ξ
ξ
+−
−
=  (2.89) 
Assim, a solução geral é dada por 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )trtrrrk
F
tBtAetx dd
tn
ωξωξ
ωωξω
cossin
sincos
21
21
1 2
222
−−
+−
+
++= −
, (2.90) 
sendo a segunda parcela da equação a parte estacionária. 
Se considerarmos C  como a hipotenusa de um triângulo retângulo com cateto 
adjacente 21 r−  e cateto oposto rξ2 , podemos escrever 
( ) ( )222 21 rrC ξ+−= . (2.91) 
 Considerando apenas a parte estacionária da Eq. (2.90), vem 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )





−
−
+−
= t
C
r
t
C
r
rrk
F
Ctx ω
ξ
ωξ cossin
21
21
1 2
222
, (2.92) 
e sabendo que ( ) ( )ψcos=−
C
r 21
 ( )ψ
C
r
sin=ξ2 , pode-se escrever 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tψtψ
Ck
F
Ctx ωω cossinsincos −=
2
1
 (2.93) 
ou 
( ) ( )( )ψω −= t
Ck
F
tx sin1 , (2.94) 
em que a amplitude X  é dada por 
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Ck
F
X
1
= , (2.95) 
a partir da qual se obtém o coeficiente de amplificação dinâmica Q , que é definido pela 
relação entre a amplitude X  da resposta resultante e o deslocamento 0X  que o sistema 
sofreria se a força F  fosse aplicada estaticamente (Correia, 2002) 
Q
k
F
X
C
==
1
. (2.96) 
 Sendo 
k
F o deslocamento estático, a amplitude é então dada por 
( ) ( )2220 21
1
rr
XX
ξ+−
= . (2.97) 
 O gráfico da Figura 2.10 mostra a relação entre o fator de amplificação dinâmica 
C
1
 e a razão de frequências r  com influência da razão de amortecimento ξ . 
 
Figura 2.10 – Gráfico da resposta de um sistema com um GDL (adaptado de Jazar, 2008). 
  
 É mostrado que a razão de amortecimento para além de influenciar na amplitude 
da resposta, diminuindo à medida que +→ 1ξ , onde ( )∈+=
∈→
+ 1lim1
0
, também desvia o 
valor da frequência de ressonância. 
 Quando 1=r , a Eq. (2.97) vem na seguinte forma 
ξ2
1
01 XX r == . (2.98) 
Uma vez conhecida a amplitude máxima ( 1=r ), pode ser determinado o valor 
de X  no ponto de meia energia, tal que 
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2
1=
=
rXX . (2.99) 
 Substituindo (2.98) em (2.99) vem 
( ) ( )222
00
212 rr
XX
X
ξξ +−
==
2
. (2.100) 
 Resolvendo (2.100) em ordem a r  obtém-se 
ξ21±=r . (2.101) 
 A frequência de ressonância é assim dada por 
ξωω 21−= nr . (2.102) 
 A Figura 2.11 apresenta o ângulo de fase ψ , dado por 
( )




−
=
21
2
r
r
ψ
ξ
arctan , (2.103) 
em função da razão das frequências r , descrevendo a mudança de fase para vários 
valores de razões de amortecimento desde o ângulo inicial de 0º até ao valor final de 
180º. A mudança de fase indica o quanto a resposta está atrasada relativamente ao 
carregamento. Para 0=ξ  o atraso é nulo. 
 
Figura 2.11 – Gráfico do ângulo de fase de um sistema com um GDL (adaptado de Jazar, 2008). 
 
 Contudo, o amortecimento que se observa nos sólidos é do tipo histerético. Nesse 
tipo de amortecimento a dissipação é feita à custa da capacidade que os materiais 
possuem para se deformar, pelo que o coeficiente de amortecimento não é proporcional 
à velocidade, mas sim ao deslocamento. Assim, a força de amortecimento cF  é 
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proporcional ao deslocamento mas a sua fase está avançada 90°em relação ao mesmo 
deslocamento (em fase com a velocidade), tal que 
( ) ( )txhtxcF eqc
..
ω
== , (2.104) 
em que eqc  é o coeficiente de amortecimento equivalente e é inversamente proporcional 
com a frequência (Maia e Silva, 1997) e h  é o coeficiente de amortecimento histerético. 
 A equação do movimento (2.8) pode assim ser escrita como 
( )tfkxxhxm ... =++
ω
. (2.105) 
 Substituindo eqc  em (2.36) obtém-se a razão de amortecimento equivalente 
m
h
n
eq ωω
ξ
2
= . (2.106) 
 O fator de ampliação Q  para sistema com amortecimento histerético é assim 
definido por 
( ) 2221
1
η+−
=
r
Q , 
em que η  é o fator de perda dado por 
k
h
=η . (2.107) 
 Nos materiais metálicos, como o aço e o alumínio, as deformações são 
relativamente mais baixas quando comparadas com as deformações proporcionadas por 
exemplo, por uma borracha, considerando que ambos estão submetidos ao mesmo tipo 
de carregamento. A borracha tem uma capacidade elevada de absorver grandes 
quantidades de energia provocada pela deformação, e de a restituir quando o 
carregamento for removido. A esse fenómeno chama-se resiliência. Nos materiais 
metálicos essa capacidade é menor, não conseguindo estes absorver as mesmas 
quantidades de energia, ao ponto de o amortecimento poder ser desprezado. Considera-
se que para valores de razão de amortecimento ξ  inferior a 0.1, ou seja,  10.<ξ  
(caraterístico de materiais como o aço e alumínio), o amortecimento é insignificante, 
podendo ser desprezado e ser assumido, com um erro inferior a 1%, que nr ωω =  (Maia 
e Silva, 1997). 
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2.2.5 – Resposta ao Carregamento Forçado não Harmónico com Amortecimento 
Viscoso 
 Até aqui os carregamentos forçados foram tratados de uma forma muito 
particular, como sendo definidos por uma função harmónica. Contudo, na realidade, os 
carregamentos podem ser de muitos tipos diferentes, como já descrito no início do sub-
capítulo 2.2. Assim, as funções matemáticas que os definem podem também apresentar 
diferentes formas, sendo vulgarmente periódicas mas raramente harmónicas. Se a 
função é periódica, mas não harmónica (Figura 2.12), a mesma pode ser representada 
como uma soma de várias funções harmónicas, conhecida como séries de Fourier. 
 
Fig. 2.12 – Representação de um sinal periódico (adaptado de Faculdade de Engenharia Mecânica da 
Universidade Estadual de Campinas). 
 Na prática, a resposta a uma solicitação periódica é o somatório das respostas às 
solicitações harmónicas em que se decompõe a solicitação periódica. Fourier mostrou 
que uma função ( )tf  periódica é a soma de um número infinito de termos harmónicos, 
tal que 
( ) ( ) ( )( )∑∞
=
++=
1
0
2 j
jjjj tjbtja
a
tf ωω sincos , (2.108) 
em que 
2
0a
 é o valor médio da função ( )tf , ja  e jb  são os coeficientes da série, 
dados por 
( )dttf
T
a
T
∫





=
0
0
1
, (2.109) 
( ) ( )dttjtf
T
a
T
j ω∫





=
0
2
cos
 (2.110) 
e 
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( ) ( )dttjtf
T
b j
T
j ω∫





=
0
2
sin , (2.111) 
com ∞= ,...,1j , em que j  representa o número de harmónicos. 
 Aplicando a equação do movimento para este caso, vem 
( ) ( )( )∑∞
=
++=++
1
0
2 j
jjjj tjbtja
a
kxxcxm ωω sincos
...
, (2.112) 
cuja resposta em regime estacionário é dada por 
( ) ( ) ( )( ) ( )∑
∞
= +−
−+−
+=
1 2
222
0
212 j
jjjjjj
jrrjk
tjbtja
k
a
tx
ξ
ψωψω sincos
. (2.113) 
 
 No caso de o carregamento ser definido por uma função não periódica 
(transitória), como representado na Figura 2.13, um método para determinação da 
resposta de um sistema submetido a um carregamento desse tipo é, considerar que a 
solicitação tem período ∞=T  e aplicar a transformada discreta de Fourier (FFT – Fast 
Fourier Transform). 
 
Fig. 2.13 – Representação de um sinal transitório (adaptado de Faculdade de Engenharia Mecânica da 
Universidade Estadual de Campinas). 
Neste caso uma função ( )tf  pode ser descrita pelo integral de Fourier dado por 
(Maia e Silva, 1997) 
( ) ( )∫+∞
∞−
−
= dtetfF tωω i , (2.114) 
onde ( )ωF  é conhecido como sendo a transformada de Fourier de ( )tf . Por outro lado 
a função ( )tf  pode ser obtida a partir de ( )ωF  através da transformada inversa de 
Fourier, tal que 
( ) ( )∫+∞
∞−
= ωω
pi
ω deFtf ti
2
1
, (2.115) 
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em que as Eqs. (2.114) e (2.115) formam o par de transformadas de Fourier. 
 A resposta ao carregamento forçado com amortecimento viscoso (ver sub-
capítulo 2.2.4) pode também ser dada na forma complexa pela relação entre a resposta 
( )tx  e a força ( )tf , tal que 
( )
( ) ( ) ( ) cmkHF
X
tf
tx
ωω
ω
i+−
===
2
1
, (2.116) 
em que ( )ωH  é definida como a função complexa de resposta em frequência (FRF – 
Frequency Response Function). 
 A transformada de Fourier da resposta ( )ωX  no domínio da frequência pode 
então ser dada por 
( ) ( ) ( )ωωω FHX = , (2.117) 
onde ( )ωF  é a transformada de Fourier do carregamento. 
 A resposta no domínio do tempo é assim definida como 
( ) ( )∫+∞
∞−
= ωω
pi
ω deXtx ti
2
1
. (2.118) 
 Uma alternativa à análise de Fourier, para resolver um problema com 
carregamento não periódico, é aproximar ( )tf  a uma sequência de impulsos. A função 
que descreve um carregamento ( )tf  impulsivo é conhecida por função de Dirac ou 
função delta, tal que 
( ) ( )ttf δ= , (2.119) 
sendo a força impulsiva aplicada no instante 0=t . Neste caso ( ) 0=tδ  para valores de 
0≠t . 
 Se a força impulsiva ocorrer no instante τ=t , como representado na Figura 
2.14, ( )tf  assume a forma 
( ) ( )τδ −= ttf , (2.120) 
sendo zero para todos os valores de t , exceto quando τ=t , onde a área da força 
impulsiva é unitária, dada por 
( )∫ ∆+→∆ =
t
t
dttf
τ
τ
1
0
lim . (2.121) 
 A Figura 2.14 representa a força impulsiva com área retangular t∆  e altura 
t∆
1
, tendendo para ∞quando t∆ tende para zero. 
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Figura 2.14 – Representação de uma força impulsiva (adaptado de Maia e Silva, 1997). 
 A resposta a uma força impulsiva unitária é uma vibração livre com 
deslocamento inicial 00 =x , mas com velocidade inicial 
m
I
x =
.
0  (Maia e Silva, 1997), 
com 1=I . Assim, a equação do movimento é definida por (2.25) e a solução geral por 
(2.50), a partir da qual é possível determinar as constantes A  e B  no inicio do 
movimento do sistema (instante 0=t ), tal que 0=A  e 
dd mm
I
B
ωω
1
== . (2.122) 
 A resposta geral é assim definida por  
( ) ( )t
m
etx d
d
tn ω
ω
ξω sin1−= , para 0>t . (2.123) 
 No caso da força impulsiva ocorrer para τ=t , a resposta é dada na forma  
( ) ( ) ( )( )τω
ω
τ τξω −=− −− t
m
etx d
d
tn sin1 , para τ>t . (2.124) 
 A função que define a resposta a uma força impulsiva é conhecida por função 
de resposta impulsiva (IRF – Impulse Response Function).  
 Considerando agora um carregamento ( )tf  aproximado a uma série de forças 
impulsivas, a resposta particular ( )tx p  do sistema é a sobreposição (somatório) do 
produto da resposta a um impulso unitário pela força impulsiva no instante τ , tal que 
( ) ( ) ( )∑ ∆−= τττ ftxtx p . (2.125) 
 No limite, quando 0→∆τ , o somatório da Eq. (2.125) é convertido no integral 
de convolução 
( ) ( ) ( ) τττ dtxftx tp ∫ −= 0 . (2.126) 
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  Para este caso as condições iniciais não são nulas, ou seja, 00 ≠x  e 00 ≠
.
x , 
pelo que a solução complementar ( )tx c  é dada por (2.53), que somando à solução 
particular (2.126), permite obter a solução geral 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) τττω
ω
ξω
ωξω dtxft
xx
txetx
t
d
d
n
d
tn ∫ −+







 +
+= −
0
00
0 sincos
.
. (2.127) 
 
2.2.6 – Resposta ao Carregamento Aleatório 
 Por vezes, os carregamentos são de natureza aleatória (Figura 2.15), em que a 
magnitude ( )tf  do carregamento apenas pode ser encontrada recorrendo a ferramentas 
da estatística. 
 
Fig. 2.15 – Representação de um sinal aleatório (adaptado de Faculdade de Engenharia Mecânica da 
Universidade Estadual de Campinas). 
 Consideremos então a magnitude ( )tf  no instante t  e a magnitude ( )τ+tf
observada no mesmo sinal aleatório depois de um intervalo de tempo τ  decorrido. A 
média entre os dois instantes temporais, é dada por 
( ) ( ) ( )dttftfR T
TT
ff ∫
−∞→
+= 2
2
ττ lim , (2.128) 
também conhecida pela função de auto-correlação, em que T  é o período de 
amostragem estabelecido no sinal aleatório. Na Figura 2.16 apresentam-se 
representações da função de auto-correlação. 
 
Figura 2.16 – Exemplo de funções de auto-correlação (adaptado de Magalhães, 2012). 
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 O intervalo τ  vai depender do limite de frequência estabelecido, e quanto maior 
é o limite, mais curto é o intervalo, logo mais funções de auto-correlação podem ser 
obtidas no período T . Por sua vez, quanto mais alto o limite de frequência, mais estreita 
é a propagação da função de auto-correlação (Figura 2.16b) e vice-versa. Se não 
existisse limite de frequência a função de auto-correlação seria a função de Dirac para 
0=τ , ou seja um impulso unitário, o que na realidade não acontece. 
 A função de auto-correlação pode ser convertida para o domínio da frequência, 
aplicando as transformadas de Fourier 
( ) ( ) dteRS T
T
i
ff
T
ff ∫
−
−
∞→
=
2
2
ωττω lim , (2.129) 
também conhecida como densidade auto-espetral (ASD – Auto-Spectral Density) ou 
espetro de potência (PSD – Power Spectral Density). O auto-espetro é uma função real 
que quantifica a distribuição do conteúdo energético do sinal no domínio da frequência 
(Magalhães, 2012). 
 Se considerarmos simultaneamente as funções de força e resposta aleatória, 
podemos definir as funções de correlação cruzada e espetro cruzado, respetivamente, 
por 
( ) ( )∫+∞
∞−
= ωω
pi
τ ω deSR tfxfx
i
2
1
 (2.130) 
e 
( ) ( )∫+∞
∞−
= ττω ω deRS tfxfx
i-
. (2.131) 
 O auto-espetro pode ser também definido em termos de resposta como 
( ) ( )∫+∞
∞−
= ττω ω deRS txxxx
i-
. (2.132) 
 Os auto-espetros da força de excitação e da resposta podem ser relacionados por 
( ) ( ) ( )ωωω ffxx SHS 2= , (2.133) 
que permite obter a amplitude da função de resposta em frequência ( )ωH . 
 Outras relações baseadas nas funções de correlação cruzada podem ser obtidas 
(Maia e Silva, 1997) 
 
( ) ( ) ( )ωωω fffx SHS =  (2.134) 
e 
( ) ( ) ( )ωωω xfxx SHS = , (2.135) 
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as quais têm a vantagem de permitirem identificar a amplitude e a fase da função de 
resposta em frequência ( )ωH . 
 
2.2.7 – Função de Resposta em Frequência 
 A Função Resposta em Frequência (FRF) também denominada por recetância 
ou função de transferência, representada por ( )ωα , é uma quantidade complexa, e 
descreve a relação entre a resposta em termos de deslocamento e a força de excitação 
aplicada a um sistema, caracterizando assim as suas propriedades dinâmicas (Maia e 
Silva, 1997). Uma FRF é constituída pela parte real, a parte imaginária (Imag) e a 
frequência. Assim só é possível representar uma FRF num único gráfico se este for 
tridimensional, como representado na Figura 2.17. 
 
Figura 2.17 – Representação tridimensional da FRF (adaptado de Soeiro, 2001). 
No entanto, esta não é a melhor forma para representar uma FRF. Assim, para 
uma melhor perceção, a FRF pode ser representada em dois gráficos separados. A Figura 
2.18a representa a parte real em função da frequência e a Figura 2.18b representa a parte 
imaginária em função da frequência. 
Contudo, a forma mais comum de representar uma FRF é através do diagrama 
de Bode, que é constituído pela representação da magnitude e ângulo de fase de ( )ωα
em função da frequência, como mostrado, respetivamente, na Figura 2.19a e 2.19b. O 
gráfico da Figura 2.19a é semelhante ao da Figura 2.10. A diferença é que a magnitude 
de ( )ωα  é a razão 
F
X
, e não a razão adimensional 
0X
X (2.97). Assim 
( ) ( ) ( )222 21
1
rr
k
F
X
ξ
ωα
+−
== . (2.136) 
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Figura 2.18 – a) Parte real e b) Parte imaginária da FRF (adaptado de Soeiro, 2001). 
  
Figura 2.19 – Representação de: a) magnitude e b) ângulo de fase de ( )ωα  em função da frequência 
(adaptado de Maia e Silva, 1997). 
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Se representarmos ( )ωα  no plano Real/Imaginário, também conhecido por plano 
de Argand, obtemos um círculo que contém informação acerca da resposta do sistema, 
no qual se representa a FRF de um sistema em termos da amplitude da resposta e do 
respetivo ângulo de fase (Moutinho, 2007). Essa representação é conhecida por 
diagrama de Nyquist (Figura 2.19), e baseia-se na representação gráfica dos vetores que 
definem o conteúdo da FRF em coordenadas polares para valores de frequência a variar 
de zero até infinito (Moutinho, 2007). 
Através do diagrama de Nyquist é possível observar que quando 0=ω   o fator 
de amplificação dinâmica da FRF é 1 e quando ∞→ω  o fator de amplificação dinâmica 
tende para zero, qualquer que seja o nível de amortecimento do sistema. Isso pode ser 
comprovado por aplicação da Eq. (2.136). 
No caso de nωω =  a amplitude é máxima, como já discutido no sub-capítulo 
2.2.4 e o ângulo de fase vale 90º, como se pode verificar por aplicação da Eq. (2.103), 
em que nω corresponde ao ponto definido pela interseção da curva com o eixo 
imaginário. 
 
Figura 2.20 – Representação do diagrama de Nyquist para um sistema com um GDL em função de 
várias razões de amortecimento (adaptado de Moutinho, 2007). 
 
Pelo diagrama de Nyquist observa-se também que a amplitude da resposta varia 
com as razões de amortecimento. 
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2.2.8 – Método da Largura de Banda de Média Potência da Amplitude do Pico 
 O método da largura de banda de média potência é o método mais simples para 
identificar as razões de amortecimento ξ  de um sistema. É o método ideal para casos 
em que as FRF’s exibem modos de vibração bem separados e o amortecimento não seja 
muito elevado, como é o caso dos modelos ensaiados neste trabalho. Pelo método da 
largura de banda de média potência podem ser determinadas as razões de amortecimento 
para cada modo (Beards, 1996), tal que 
i
i
i ω
ωξ
2
∆
= , (2.137) 
onde 
ii
ppi 12 −=∆ω  é a largura de banda em frequência entre os ésimosi −  pontos 
de média potência 
i
p1  e ip2 , e iω  é a ésimai −  frequência natural circular do modo 
de vibração que está entre 
i
p1  e ip2 . Uma vez conhecida a ésimai −  amplitude 
máxima 
imáx
X , os ésimosi −  pontos de média potência são encontrados quando a 
ésimai −  amplitude de média potência 
ip
X  é determinada, em que 
2
i
i
máx
p
X
X = . (2.138) 
 A Figura 2.21 mostra um exemplo de aplicação do método da largura de banda 
de média potência. A Figura 2.21b é uma representação pormenorizada do pico 
assinalado a preto na Figura 2.21a. 
 
Figura 2.21 – a) Picos de ressonância e b) Exemplo de aplicação do método do ponto de meia energia. 
 
2.2.9 – Sistema Dinâmico com Múltiplos GDL’s 
Para um sistema dinâmico, com vários graus de liberdade, a equação de 
movimento que goverma a resposta dinâmica do sistema, quando sujeito a vibrações 
externas, é dada na forma matricial 
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( ) ( ) ( ) ( )tttt fKxxCxM . =++.. , (2.139) 
onde, M , C  e K , denotam, respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento e 
rigidez do sistema, e ( )t..x , ( )t.x , ( )tx  e ( )tf , denotam, respetivamente, os vetores 
aceleração, velocidade, deslocamento e excitação externa em função do tempo. 
 Para um sistema não amortecido e sem perturbação externa, a Eq. (2.139) é 
reduzida a 
( ) ( ) 0KxxM =+ tt.. . (2.140) 
 Uma solução do sistema linear homogéneo de segunda ordem (2.140) pode ser 
escrita como 
( ) ( ),cos iii tt ψω += φx  (2.141) 
onde iψ  é um ângulo de mudança de fase, iφ  representa um vetor próprio e iω  está 
relacionado com o valor próprio do problema de valores e vetores próprios, com 
ni ,...,1= , como se explica a seguir. 
 Calculando a segunda derivada da Eq. (2.141) em ordem a t obtém-se 
( ) ( ),cos2 iiii tt ψωω +−= φx&&  (2.142) 
que em conjunto com (2.141) pode ser inserido na expressão (2.140), obtendo-se 
.
2
iii MφKφ ω=  (2.143) 
 Pré-multiplicando a Eq. (2.143) por -1M  pode-se escrever a igualdade 
,
2-1
iii φKφM ω=  (2.144) 
ou, introduzir a matriz identidade, 
( ) .2-1 0φIKM =− iiω  (2.145) 
 De modo a existir uma solução não-trivial, IKM -1 2iω−  deve ser singular. 
Assim, 
( ) .0det 2 =− IKM -1 iω  (2.146) 
 A partir de (2.146) pode-se determinar os valores próprios iλ , em que 
2
ii ωλ = , (2.147) 
e cada valor próprio tem um vetor próprio 0φ ≠i  associado, o qual pode então ser 
obtido a partir da solução de (2.143). Os vetores próprios iφ correspondem aos modos 
de vibração, cujas componentes representam amplitudes, e iω  representam as 
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frequências naturais circulares medidas em rad/s, definidas como as raízes quadradas 
positivas dos valores próprios. Note-se que para os sistemas de n  equações (ou n  graus 
de liberdade), existem n  valores próprios iλ  e n  frequências naturais 2iω , com n  
vetores próprios iφ  associados. 
 A solução geral para (2.140) pode ser expressa como combinação linear de n  
soluções linearmente independentes (2.141), o que acontece se os valores próprios 
forem distintos, da seguinte maneira 
( ) ( ),cos
1
∑
=
+=
n
i
iiii tCt ψωφx  (2.148) 
onde as constantes iC  e iψ  podem ser determinadas através das condições iniciais. 
 As equações (2.143) e (2.145), também podem ser reescritas, respetivamente, 
como 
ΦMΛKΦ 2= , (2.149) 
e 
( ) ,2-1 OΦΛKM =−  (2.150) 
onde Φ  é uma matriz nn ×  contendo nas colunas os vetores próprios iφ , ou seja, 










=
nnn
n
φφ
φφ
Φ
...
.........
...
1
111
, 
2Λ  é uma matriz diagonal contendo os valores próprios 2iω , e O 
é a matriz nn ×  nula. A solução geral (2.148) pode ser escrita em termos da matriz Φ  
e de um vetor ( ) ( ) ( )[ ]Tnnn tCtCt ψωψω ++= cos,,cosw 111 L  como 
( ) ( ).tt Φwx =   (2.151) 
 
 Considere-se agora o caso de um sistema com múltiplos GDL’s, com 
amortecimento viscoso, sujeito a carregamento. A resposta no domínio da frequência, 
ou recetância ( )ωα jk , passa a ser definida pela soma de todas as contribuições dos n  
GDL’s, tal que 
( ) ∑
=
+−
==
n
i iii
kiji
k
j
jk
F
X
1
22 2 ωωξωω
ϕϕ
ωα
i
, (2.152) 
em que jiϕ  e kiϕ  representam, respetivamente, as componentes j  e k  do modo de 
vibração iφ , e j  e k  representam, respetivamente, a coordenada da resposta e a 
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coordenada do carregamento, encontrando-se os modos de vibração normalizados em 
relação à massa.  
 Como exemplo, consideremos um sistema não amortecido com 4 GDL’s, em 
que as medições da resposta são efetuadas no ponto coincidente com o ponto do 
carregamento k . Assim, a Eq. (2.152) adquire a forma 
( )
22
4
2
4
22
3
2
3
22
2
2
2
22
1
2
1
4
1
22
2
ωω
ϕ
ωω
ϕ
ωω
ϕ
ωω
ϕ
ωω
ϕ
ωα
−
+
−
+
−
+
−
=
−
== ∑
=
kkkk
i i
ki
k
k
kk
F
X
. (2.153) 
 Para este caso, a matriz Φ  contém apenas uma linha com os elementos 
[ ]4321 kkkk φφφφΦ = . 
 As Figuras 2.22 representa um digrama de Bode exemplificativo para o sistema 
não amortecido com 4 GDL’s. 
 A partir do gráfico da magnitude é possível observar quatro picos de amplitude, 
correspondente às quatro frequências naturais do sistema. Observa-se pelo gráfico da 
fase (Figura 2.22b) que para cada frequência natural corresponde uma mudança de fase 
de 180º. No entanto, é também visível, no mesmo gráfico, a ocorrência de mudança de 
fase para valores de frequências intermédios entre duas frequências naturais. 
 
Figura 2.22 – Representação de: a) magnitude e b) ângulo de fase de ( )ωkkα  em função da frequência 
para um sistema com 4 GDL’s sem/baixo amortecimento (adaptado de Maia e Silva, 1997). 
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 No caso apresentado os valores das amplitudes no ponto medido, correspondente 
às quatro frequências naturais, teriam um valor com sinal negativo, uma vez que a 
mudança de fase ocorre de 0 para -180º. 
 
2.3 – Análise Modal Experimental 
 A análise modal é uma ferramenta que permite ter uma compreensão das 
caraterísticas estruturais, condições de operação e comportamento estrutural que 
possibilita projetar um sistema novo no sentido de obter o seu comportamento dinâmico 
ótimo ou resolução de problemas dinâmicos estruturais em projetos já existentes. 
 O comportamento dinâmico de uma estrutura pode ser conhecido, para além da 
via analítica, através de ensaios experimentais. Neste tipo de ensaio, a estrutura é 
submetida a uma força excitadora externa variável no tempo, provocando o movimento 
vibratório. O objetivo é obter conjuntos de Funções de Resposta em Frequências 
(FRF’s), (Figura 2.21) a partir das quais é possível analisar e extrair as propriedades 
modais da estrutura, ou seja, obter os modos de vibração e as frequências naturais ou de 
ressonância. A identificação das propriedades dinâmicas de uma estrutura a partir de 
dados obtidos experimentalmente é denominado por identificação modal. O 
conhecimento das caraterísticas dinâmicas de modelos físicos permite a validação do 
comportamento dinâmico de modelos numéricos previamente desenvolvidos. 
 
Figura 2.21 – Exemplo de ajuste da curva (representada a vermelho) para duas FRF’s obtidas. 
 
 Existem alguns aspetos a ter em conta em um processo de análise modal 
experimental, de modo a conseguir uma boa aquisição de dados para posterior 
identificação modal. Os aspetos a considerar são (Ewins, 2000): 
• aspetos relacionados com o suporte da estrutura a ser medida e o mecanismo de 
excitação; 
• o uso correto de transdutores para medição da resposta do movimento e da força 
de excitação; 
• o processador de sinal apropriado para o tipo de teste pretendido. 
Melhoramento de Modelos Dinâmicos de Elementos Finitos Identificados Experimentalmente 
56 
 
As frequências naturais de vibração de uma estrutura por via experimental, 
podem ser obtidas com esta livre no espaço ou fixa em algum ponto por meio de um 
aperto rígido. No caso de um ensaio com a estrutura livre no espaço, esse deve ser 
efetuado de modo que a estrutura permaneça suspensa, de tal forma que a suspensão 
tenha a mínima influência no ensaio. Normalmente usam-se elementos de suspensão 
com elevada elasticidade, como é o caso de molas macias ou elásticos, como 
representado na Figura 2.22. No caso de a estrutura a ensaiar permanecer fixa, as 
condições de fronteira serão diferentes do caso em que a estrutura é ensaiada livre no 
espaço. Como tal as frequências naturais de vibração obtidas variam de caso para caso, 
dependendo das condições de fronteira. 
Os mecanismos de excitação estão relacionados com uso de geradores de 
vibrações, também conhecidos na linguagem anglo-saxónica por shaker ou o uso de 
alguma forma de excitação transiente, tais como martelos de impacto, ou até pela 
excitação provocada pelas condições de serviço. 
 
Figura 2.22 – Exemplo de uma suspensão elástica (adaptado de Maia e Silva, 1997). 
 
 O suporte do sistema de excitação é normalmente efetuado de forma a estar fixo 
ao solo ou por meio de um sistema de suspensão. No caso do shaker ser fixo ao solo, 
deve ter-se o cuidado de evitar a transmissão de vibrações através do apoio para o 
sistema, normalmente colocando elementos com alto fator de amortecimento, como 
borracha, para o isolamento do shaker. No caso do shaker estar suspenso, é necessário 
ter em conta que se ele moverá como resultado das forças geradas. Quanto maior a massa 
menor o movimento do shaker. Esse movimento tem o inconveniente de gerar baixas 
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frequências quando os modos do sistema de suspensão do shaker são excitados. Isso faz 
com que o movimento atinja grandes amplitudes e possam ocorrer danos nos 
componentes do shaker ou nos transdutores. Uma forma de solucionar esse problema é 
adicionar massa de forma a aumentar a inércia do shaker. 
 Os transdutores são elementos que medem as ações de entrada e a resposta da 
estrutura. Os transdutores piezoelétricos são largamente usados para detetar forças, no 
caso do sensor de força, e acelerações da estrutura, no caso de acelerómetro, revestindo-
se de maior importância assegurar que eles interferem o menos possível com a estrutura 
a medir e que as suas especificações sejam as adequadas para as escalas de frequência e 
amplitude que se pretendem medir. Outro tipo de transdutor usado para medir a resposta 
em termos de velocidade ou deslocamento é o laser de interferómetria Doppler, usado 
também neste trabalho. 
 Na Figura 2.23, apresenta-se o exemplo de uma configuração tipica para um 
ensaio experimental de vibrações, com a peça a testar e o shaker suspensos por 
elementos flxíveis, um sensor de força e um acelerómetro. 
 
Figura 2.23 – Exemplo de uma configuração tipica para um ensaio de vibrações (adaptado de Maia e 
Silva, 1997). 
 
 Uma escolha criteriosa do equipamento experimental a utilizar nesse tipo 
análises implica um conhecimento prévio do comportamento dinâmico esperado para 
estrutura (Meireles, 2008). E de fato, o equipamento a utilizar depende muito da peça 
que queremos analisar, nomeadamente da sua massa, rigidez e geometria. Assim, e em 
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função das propriedades físicas e geométricas da peça a ensaiar, é necessário selecionar 
(Proença e Azevedo, 2009): 
• o controlador (computador), apoiado por um software, que procede à gestão do 
ensaio através do controle da excitação, da aquisição dos sinais de resposta, e 
consequente identificação modal; 
• o sistema de excitação, que é responsável pela aplicação de uma excitação com 
características controladas, nomeadamente em termos de intensidade e 
frequência; 
• o sistema de medição, que é responsável pela medição simultânea dos sinais de 
excitação e resposta, nomeadamente através de sensores de força e 
acelerómetros; 
• sistema de conversão e tratamento do sinal (analisador espetral), para conversão 
dos sinais analógicos em sinais digitais, para posterior análise modal, recorrendo 
a um software de análise modal. 
 Na Figura 2.24 pode-se observar o esquema geral de um sistema normalmente 
usado em um ensaio de vibrações com recurso a um vibrador ou shaker. 
 
Figura 2.24 – Esquema geral de um sistema de análise de vibrações com recurso a um vibrador ou 
shaker (adaptado de Proença e Azevedo (2009)). 
 
2.4 – Identificação Modal 
 A identificação modal é a ultima fase da análise modal experimental, e está 
relacionada com a análise e tratamento dos dados recolhidos, ou seja, com a obtenção 
dos modos que caraterizam a estrutura. Nos dias de hoje esse procedimento é efetuado 
por meio de algoritmos desenvolvidos para o propósito e que estão integrados em 
softwares comerciais de análise modal em conjunto com aplicações para recolha de 
dados experimentais (Maia e Silva, 1997). 
 Neste sub-capítulo pretende-se dar uma visão geral da classificação dos métodos 
de identificação modal.  
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Os métodos de identificação modal podem ser classificados em dois grandes 
grupos: métodos no domínio do tempo e métodos no domínio da frequência (Ewins, 
2000). Por sua vez os métodos no domínio do tempo e da frequência podem ser divididos 
em diretos e indiretos. O termo indireto significa que o modelo modal é identificado a 
partir das FRF’s, a partir das quais se obtém as frequências naturais, fatores de 
amortecimento, modos de vibração e respetivas fases. Por outro lado, no método direto, 
a identificação modal é efetuada diretamente na equação geral do equilíbrio dinâmico. 
Uma outra divisão pode ser feita com base no número de modos que podem ser 
analisados. A este respeito pode-se ter a análise de um único grau de liberdade (SDOF 
– Single Degree of Freedom) e de múltiplos graus de liberdade (MDOF – Multi Degree 
of Freedom). No domínio do tempo tem-se somente a análise MDOF, enquanto no 
domínio da frequência com o método indireto pode-se ter análises SDOF e MDOF, 
enquanto com o método direto tem-se apenas a análise MDOF (Soeiro, 2001). 
Por último, e dependendo do número de entradas (input’s) e saídas (output’s) 
envolvidas, existem três diferentes tipos de medição das FRF’s. A maneira mais simples 
de medir uma única curva FRF é denominada por SISO (Single Input, Single Output), 
ou seja, são métodos de uma única entrada e saída. Os métodos SISO não impedem que 
sejam analisados sistemas com múltiplos graus de liberdade, apenas requerem a 
medição de um grau de liberdade de cada vez, nos casos em que apenas exista um 
transdutor de resposta. Outros métodos permitem que várias FRF’s sejam analisadas 
simultaneamente, com respostas obtidas em vários pontos da estrutura, mas apenas com 
um ponto de excitação. São denominados por métodos globais ou métodos de única 
entrada e múltiplas saídas (SIMO – Single Input, Multiple Output). Com este método é 
possível obter um conjunto de FRF’s (uma FRF para cada ponto medido) que 
teoricamente não variam de uma para outra, relativamente às suas frequências naturais 
e coeficiente de amortecimento, sendo assim possível obter um conjunto único e 
consistente daquelas propriedades processando várias FRF’s ao mesmo tempo. Existem 
outros métodos que podem processar simultaneamente todas as FRF’s obtidas a partir 
de vários pontos de resposta e excitação. São métodos denominados por múltiplas 
entradas ou referências e múltiplas saídas (MIMO – Multiple Input, Multiple Output). 
Na Figura 2.25 apresenta-se a classificação dos métodos de identificação modal. 
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Figura 2.25 – Classificação dos métodos de identificação modal. 
 
2.5 – Otimização e Melhoramento de Modelos de Elementos Finitos 
Para implementar qualquer tipo de modificação em uma estrutura é conveniente 
efetuar um estudo que permita analisar de que forma o comportamento dinâmico é 
alterado efetuando alterações em cada um dos parâmetros físicos do sistema 
independentemente (Maia e Silva, 1997). A análise de sensibilidade das características 
dinâmicas de um sistema com respeito às modificações dos seus parâmetros físicos 
permite perceber se essas modificações são de facto importantes para uma contribuição 
efetiva do melhoramento do comportamento do sistema e, consequentemente, para a sua 
otimização. A forma mais efetiva de utilizar os resultados da análise de sensibilidade na 
modificação estrutural, é integrando-os num processo iterativo, em que é aplicada uma 
alteração de cada vez. 
O processo de melhoramento de modelos de elementos finitos ou modificação 
estrutural é baseado num algoritmo que segue uma estrutura geral, representada na 
Figura 2.26, comum a todos os algoritmos desenvolvidos para correlação e correção de 
modelos de elementos finitos por métodos iterativos (Kaloutsey, 2007). A correlação é 
determinada através de uma função objetivo que envolve os modos de vibração e as 
frequências naturais. 
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Figura 2.26 – Estrutura geral do algoritmo para o processo de otimização de modelos de elementos 
finitos (adaptado de Kaloutsey, 2007). 
 
Um dos critérios utilizado para comparação entre os valores dos modos de 
vibração do modelo de referência e o modelo de elementos finitos é o Modal Assurance 
Criterion (MAC), desenvolvido por Allemang e Brown (1982). O valor do MAC entre 
dois modos iφ  e qj
^
φ  é definido por  
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onde iφ  é o vetor de referência que contem os modos de vibração experimentais i  e 
qj
^
φ  é vetor que contém os modos de vibração numéricos estimados j  a cada iteração 
q , com 0≥q . 
 O valor do MAC é calculado entre todas as combinações possíveis de i com j  
Os valores escalares obtidos pela aplicação do MAC entre um modo de vibração 
experimental e um modo de vibração numérico, são ordenados numa matriz, que nos 
casos em que se verifica ji = , o valor do MAC é disposto na diagonal da matriz. 
Se a correlação entre dois modos de vibração for boa, o valor na diagonal da 
matriz MAC aproxima-se de 1 (um), ou seja, existe 100% de correlação, e aproxima-se 
do valor 0 (zero), ou é nulo, se a correlação for má, ou seja, existe 0% de correlação. 
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Dois modelos estão perfeitamente correlacionados quando a diagonal da matriz MAC é 
unitária, enquanto os valores fora da diagonal são nulos ou quase nulos. Os valores fora 
da diagonal MAC são obtidos para os casos em que ji ≠ . Na realidade a obtenção de 
valores MAC iguais a 1 (um) só acontece se os modelos forem iguais, sendo aceitável 
valores acima de 0.9 (90% de correlação), da mesma forma que se considera que valores 
abaixo de 0.1 (10% de correlação) sejam indicativos de modos que não se 
correlacionam. 
A equação do MAC é neste trabalho introduzida na função objetivo utilizada 
para avaliar a correlação entre os dois modelos. Outros termos, que avaliam os modos 
não correlacionados e os valores das frequências naturais entre os dois modelos, são 
também incluídos na função objetivo, como veremos nos capítulos seguintes. 
 
2.5.1 – Comandos e Algoritmos de Otimização usados no Melhoramento de 
Modelos de Elementos Finitos 
 Neste sub-capítulo é feito uma breve introdução aos comandos, ou solvers, e aos 
algoritmos usados neste trabalho. São usados dois solvers de procura global, fornecidos 
pela toolbox do MatLab®, o GlobalSearch e o MultiStart, que substituem o 
solver local, fmincon, previamente usado no programa de updating. 
 O comando fmincon é usado para encontrar o mínimo local de um problema 
não linear constrangido, de múltiplas variáveis. Por sua vez, este solver pode trabalhar 
com quatro tipos de algoritmos dentro do MatLab® a partir de um dado ponto inicial. 
São eles, o algoritmo active-set, o interior-point, o SQP ou PSQ 
(Programação Sequencial Quadrática) e o trust-region-reflective. 
 Os problemas de otimização consistem na minimização ou maximização de uma 
função que pode ser sujeita a constrangimentos, definida de forma geral por 
min    )(xf  
sujeito a 
( )
( )
( )akk
fi
ei
mkul
mjh
mig
,...,
,...,)(
,...,)(
1
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10
=≤≤
=≤
==
x
x
x
, (2.155) 
onde ( )xf  é a função objetivo, x  é um vetor de n  variáveis a otimizar, )(xig é uma 
função com em  constrangimentos de igualdade, )(xih  é uma função com fm
constrangimentos de desigualdade, e l  e u  são constrangimentos de limite em que l  é 
o limite inferior e u  é o limite superior (MathWorks, 2011 e Meireles, 2007). 
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 Aqueles problemas em que tanto a função objetivo como os constrangimentos 
são funções lineares, constituem os problemas de programação linear (PL). Quando o 
problema possui uma função objetivo e constrangimentos não lineares estamos perante 
um problema de programação não-linear (PNL). A solução para um problema do tipo 
PNL requer um procedimento iterativo de modo a estabelecer uma direção de procura a 
cada iteração. A solução das equações de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) formam a base 
de muitos dos algoritmos de PNL, e baseiam-se diretamente no cálculo dos 
multiplicadores de Lagrange, tal que 
( ) ( )
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, (2.156) 
onde, a primeira equação descreve a perpendicularidade entre os gradientes da função 
objetivo e os constrangimentos ativos no ponto onde ocorre a solução *x . Para os 
gradientes serem anulados são necessários os multiplicadores de Lagrange 
( )fi mi ,...,1=λ , de modo a equilibrar os desvios em amplitude da função objetivo e os 
gradientes dos constrangimentos. Aos constrangimentos não ativos estão associadas 
multiplicadores de Lagrange nulos, o que está implícito nas duas últimas equações de 
(2.156) (MathWorks, 2011 e Meireles, 2007). 
 O cálculo do gradiente faz-se analiticamente ou através de derivadas parciais 
usando um método de diferenciação numérica por diferenças finitas. Para gradientes por 
diferenças finitas faz-se uma alteração em cada variável x  do problema, e calcula-se a 
razão de variação na função objetivo. Esta avaliação é feita à função objetivo com o 
intuito de se obter o mínimo da função dentro do intervalo estipulado pelo incremento 
das variáveis previstas no problema. Concluída a avaliação da função, a metodologia 
prossegue de volta à iteração principal, k  , numa linha de procura que é a direção dada 
por 
( )kkk f xHd ∇⋅−= −1 , (2.157) 
onde H  é a matriz Hessiana, uma matriz quadrada das derivadas parciais de segunda 
ordem da função objetivo (Meireles, 2007). 
 Dos métodos que usam a informação de gradiente, os mais usados são os 
métodos Quasi-Newton. Os métodos quasi-Newton constrangidos convergem 
rapidamente, por isso são utilizados para obter resultados de segunda ordem em relação 
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às equações de KKT, usando um procedimento de melhoramento quasi-Newton. Estes 
métodos são normalmente conhecidos como métodos de Programação Sequencial 
Quadrática (PSQ) e recorrem a um sub-problema de programação quadrática (PQ) que 
é resolvido para cada iteração principal, cuja solução é usada para formar uma direção 
de procura num procedimento de procura em linha (MathWorks, 2011 e Meireles, 
2007). 
 Com base no problema descrito em (2.155) pode ser formulado um sub-
problema de PQ, baseado em uma aproximação quadrática da função Lagrangeana 
(MathWorks, 201) 
( ) ( ) ( )∑
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⋅+=
m
i
ii gfλL
1
xxx λ, . (2.158) 
 A partir da Eq. (2.155), e assumindo que os constrangimentos de limite são 
expressos por constrangimentos de desigualdade, o subproblema de PQ obtém-se 
linearizando os constrangimentos não lineares, tal que (MathWorks, 2011) 
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 Este sub-problema pode ser resolvido usando qualquer algoritmo de PQ. A 
solução é utilizada para formar uma nova iteração do tipo (MathWorks, 2011) 
kkkk dxx α+=+1 , (2.160) 
onde kx  representa a iteração em curso e 0≥kα  é um parâmetro escalar de incremento 
que representa a distância até ao mínimo. O parâmetro kα  é determinado por um 
procedimento de procura em linha assim que uma redução suficiente na função de 
mérito seja obtida. A matriz kH  é uma aproximação positiva da matriz Hessiana da 
função de Lagrange (Eq. 2.158) e pode ser atualizada por qualquer um dos métodos 
quasi-Newton, embora o método Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) seja o 
mais usado (MathWorks, 2011 e Meireles, 2007). 
 A implementação da PSQ consiste em três etapas principais: atualização da 
matriz Hessiana, obtenção da solução por programação quadrática e pesquisa de linha e 
cálculo da função de mérito (MathWorks, 2011). 
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 A cada iteração principal, uma aproximação quasi-Newton positiva da matriz 
Hessiana, da função de Lagrange, H , é calculada usando o método BFGS (MathWorks, 
2011) 
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onde 
kkks xx −= +1 , (2.162) 
( ) ( ) ( ) ( )




 ∇⋅+∇−




 ∇⋅+∇= ∑∑
==
++
m
i
kiik
m
i
kiikk gfgfq
11
11 xxxx λλ  (2.163) 
e ( )mii ,...,1=λ  é uma estimativa dos multiplicadores de Lagrange. A cada iteração  
k
T
k sq  deve ser positivo, de modo a obter-se uma Hessiana definida positiva. Se kTk sq  
não é positivo, modifica-se kq  elemento a elemento até que 0>kTk sq . O objetivo é 
tornar kq  cada vez menor até que kTk sq  seja maior ou igual a uma pequena tolerância 
a definir. Se ainda assim kTk sq  continuar a não ser positivo, kq  é modificado 
adicionando um vetor κ  multiplicado por uma constante escalar w , tal que  
κwqq kk += . (2.164) 
onde 
( ) ( ) ( ) ( )kikikikii gggg xxxxκ ⋅∇−⋅∇= ++ 11 , (2.165) 
se ( ) 0<⋅wq
ik
 e ( ) ( ) misq
ikik
,...,, 10 =<⋅ , 
caso contrário, 0=iκ  e aumenta-se w sistematicamente até que k
T
k sq  seja positivo 
(MathWorks, 2011 e Meireles, 2007). 
 Na fase seguinte, para obtenção da solução do problema de programação 
quadrática, em cada iteração principal do método PSQ, um problema PQ é resolvido da 
seguinte forma 
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onde iA  se refere à ésimai  linha da matriz A , de dimensão m  por n , ib  é um vetor 
constante de dimensões em  e fm  respetivamente e d  é o vetor direção de procura 
desconhecido. O método utilizado usa um procedimento dito ativo (active set) também 
conhecido como um método de projeção. O procedimento para obtenção da solução 
Melhoramento de Modelos Dinâmicos de Elementos Finitos Identificados Experimentalmente 
66 
envolve duas fases. A primeira fase consiste no cálculo de um ponto admissível (se 
existir) e a segunda fase consiste na geração de uma sequência de pontos admissíveis 
iterativamente de modo que convirjam para a solução (MathWorks, 2011 e Meireles, 
2007). 
Se o ponto obtido a partir do método PSQ não é admissível, então um ponto pode 
ser encontrado resolvendo o problema de programação linear (MathWorks, 2011 e 
Meireles, 2007) 
γ
γ nx ℜ∈ℜ∈ ,
min , tal que (2.167) 
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. 
Um ponto admissível pode ser encontrado, caso exista, ajustando x  de modo a 
que satisfaça as equações de constrangimentos e utilizando a Eq. (2.167), resolvendo 
um conjunto de equações lineares sub-determinadas ou sobredeterminadas, formadas a 
partir de um conjunto de equações constrangidas. Se existir uma solução para este 
problema, então a variável γ  é o conjunto de inequações de constrangimento máximo 
neste ponto. 
 Na terceira e última fase, e como consequência da resolução do problema de PQ, 
é obtido um vetor kd  usado para formar uma nova iteração por aplicação da Eq. (2.160). 
O algoritmo interior-point faz a abordagem à minimização de problemas 
com constrangimentos, resolvendo uma sequência de problemas de minimização 
aproximada. O problema original é do tipo (MathWorks, 201) 
)(min xf
x
, sujeito a 0=)(xh  e 0≤)(xg . (2.168) 
 Para cada 0>µ , o problema aproximado é 
∑−=
i
i
sxsx
ff sxsx ln)(min),(min
,,
µµ , sujeito a 0=)(xh  e 0=+ sg )(x , (2.169) 
em que as variáveis is  permitem transformar a desigualdade 0≤)(xg  na igualdade 
0=+ sg )(x . As variáveis is  estão confinadas a ser positivas de modo a que isln  
devolva um número real. Como µ  diminui para zero, o mínimo de µf  deve aproximar-
se do mínimo de )(xf . O termo logarítmico adicionado é chamado de função de 
barreira. 
Para resolver o problema aproximado de (2.169), o algoritmo usa a cada iteração 
um dos dois tipos de passos. O passo direto em ),( sx , também chamado de método de 
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Newton para aproximações lineares, tentado resolver as equações de KKT, ou o método 
dos gradientes conjugados (Conjugate Gradiente) na região de procura/confiança. Por 
defeito, o algoritmo tenta primeiro o passo direto. Se não for possível, ele tenta o método 
dos gradientes conjugados (MathWorks, 2011). 
A cada iteração do algoritmo é diminuida a função de mérito dada por 
( ) ( ) sghf ++ xxsx ,),( νµ , (2.170) 
em que o parâmetro ν  pode aumentar com o número de iterações, a fim de forçar a 
solução no sentido de esta ser viável (MathWorks, 2011). 
 Muitos dos métodos usados nos solvers são baseados em regiões de confiança 
(trust regions), é o caso do algoritmo trust-region-refelctive que está 
baseado no sub-problema 
( ){ }Nsq
s
∈,min s , (2.171) 
em que a ideia básica é aproximar )(xf  a uma função ( )sq  mais simples, o que reflete 
de forma razoável o comportamento da função )(xf  numa vizinhança N  em torno do 
ponto x . Essa vizinhança é a região de confiança. O ponto atual é atualizado para ser 
sx +  se ( ) ( )xsx ff <+ , caso contrário, o ponto atual mantém-se inalterado e N , a 
região de confiança, é reduzida e o cálculo é repetido (MathWorks, 2011). 
 As questões-chave na definição de uma abordagem específica para minimizar 
)(xf  estão relacionadas com a forma como a função q  (definida no atual ponto x ) é 
escolhida e calculada, como escolher e modificar a região de confiança N , e como o 
sub-problema da região de confiança é resolvido com precisão. Matematicamente o sub-
problema da região de confiança é definido como 

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, (2.172) 
onde g  é o gradiente de f  no ponto x , D  é uma matriz diagonal e ∆  é um escalar 
positivo (MathWorks, 2011). 
 
 Os solvers GlobalSearch e MultiStart implementam os métodos de 
procura estocásticos e são similares na técnica de procura de múltiplas soluções ótimas. 
Ambos trabalham com base num solver local, como por exemplo o fmincon, partindo 
de uma variedade de pontos iniciais. Geralmente os pontos de partida são determinados 
aleatoriamente. 
Melhoramento de Modelos Dinâmicos de Elementos Finitos Identificados Experimentalmente 
68 
 O GlobalSearch usa um mecanismo de procura aleatória dividido em duas 
fases. A Figura 2.27 mostra o fluxograma do processo efetuado pelo GlobalSearch. 
 
Figura 2.27 – Fluxograma do algoritmo GlobalSearch (adaptado de MathWorks, 2011). 
 
 Na primeira fase, o ponto de partida definido pelo utilizador e uma quantidade 
de pontos, também definida pelo utilizador, gerados como pontos de partida, obtidos 
aleatoriamente, são manipulados pelo solver de procura local fmincon, para encontrar 
os candidatos a mínimos locais, por avaliação da função objetivo, rejeitando todos os 
restantes pontos que são improváveis de alcançar o melhor mínimo local. Assim, o ponto 
de partida fornecido pelo utilizador e o melhor mínimo local, dos candidatos a mínimos 
locais, são executados novamente pelo fmincon. Na segunda fase são analisados os 
restantes pontos gerados aleatoriamente e que não foram executados na primeira fase. 
Após atingir o tempo máximo de execução ou analisar todos os pontos de partida, o 
algoritmo cria um vetor de soluções com os melhores valores da função objetivo, do 
mais baixo (ótimo global) para o mais alto.  
O MultiStart executa aleatoriamente e exaustivamente todos os pontos de 
partida dentro dos limites definidos pelo utilizador. O algoritmo efetua assim uma 
filtragem dos pontos de partida que estão fora da região admissível, ou seja, pontos de 
partida que não respeitem as condições de limite e constrangimentos de desigualdade 
impostas pelo utilizador. O algoritmo executa então todos os pontos de partida que 
passaram nessa triagem. Os pontos de partida são executados com o solver local 
fmincon, e todos eles podem, ou não, convergir para um ótimo local. Se o ponto 
convergir para uma solução, e alguma condição de paragem, definida pelo utilizador, 
for atingida, os resultados são guardados e o algoritmo segue para a próxima etapa. Após 
atingir a convergência, o algoritmo cria um vetor de soluções, com os melhores valores 
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da função objetivo, do mais baixo (ótimo global) para o mais alto. Assim, o ótimo global 
é o melhor ótimo local. A Figura 2.28 mostra o fluxograma do processo efetuado pelo 
MultiStart. 
 
Figura 2.28 – Fluxograma do algoritmo MultiStart (adaptado de MathWorks, 2011). 
 
2.6 – Tipos de Elementos Finitos 
 O método dos elementos finitos é baseado na utilização de funções de forma para 
exprimir deslocamentos, e na discretização de um sistema contínuo em vários sistemas 
mais simples denominados de elementos finitos. A cada tipo de elemento finito estão 
associadas algumas caraterísticas e recursos que permitem definir e avaliar a 
aplicabilidade de um certo tipo de elemento finito ao caso que se pretende simular. 
Podemos assim dividir e classificar os tipos de elementos finitos em: estrutural, térmico, 
elétrico, fluído, eletromecânico, eletromagnético, contacto, etc. Neste trabalho são 
usados elementos do tipo estrutural. A definição do elemento finito estrutural a utilizar 
depende do tipo de estrutura que se pretende analisar. Segundo Azevedo (2003), as 
estruturas podem ser classificadas quanto à sua geometria como reticuladas, laminadas 
ou sólidas. 
São consideradas estruturas laminares, aquelas cuja espessura é muito inferior 
às restantes dimensões. Quando a superfície média é plana, a estrutura laminar pode ser 
classificada como placa ou casca plana. Uma placa pode ter forças aplicadas 
perpendicularmente ao plano médio e momentos cujo vetor está contido no plano médio. 
Uma estrutura laminar plana sujeita a outros tipos de ações é designada por casca plana. 
Quando a superfície média não é plana, tem-se uma casca tridimensional. 
As estruturas reticuladas são as constituídas por barras prismáticas, cujas 
dimensões transversais são muito menores do que o comprimento do respetivo eixo. 
Neste tipo de estruturas é habitual distinguir os pórticos das treliças, conforme é ou não 
considerada a compatibilidade de rotações nas extremidades de barras adjacentes. 
As estruturas sólidas são aquelas cuja geometria apresenta três dimensões: 
comprimento, altura e largura. Numa análise por elementos finitos, a distinção entre 
uma estrutura ser considerada como sólida ou ser considerada laminada, depende da 
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relação entre a dimensão da espessura e a dimensão da largura ou comprimento. Se o 
valor da espessura não for consideravelmente inferior ao valor do comprimento ou 
largura, a estrutura é tratada, numa análise em elementos finitos, como sendo um sólido. 
As estruturas envolvidas neste trabalho são do tipo estrutura laminar plana, ou 
seja do tipo casca, e do tipo reticuladas. Para a modelação desse tipo de estruturas são 
usados elementos de casca, nomeadamente o elemento designado por SHELL63 
disponível no ANSYS®, e elementos de viga, designados por BEAM3 e BEAM188, 
também disponível no ANSYS®, para as estruturas reticuladas. 
O elemento SHELL63 é definido por quatro nós (I, J, K e L), quatro espessuras 
e admite propriedades de materiais ortotrópicos. Possui comportamento de membrana e 
dobragem, e admite carregamentos normais e de superfície. Pode ser aplicado em 
análises do tipo estática ou dinâmica para obtenção do comportamento modal da 
estrutura. O elemento possui seis GDL’s em cada nó: translação nas direções “x”, “y” e 
“z”, e rotação em torno dos eixos “x”, “y” e “z”. Na Figura 2.29 apresenta-se a geometria 
desse elemento. 
 
Figura 2.29 – Geometria do elemento SHELL63 (adaptado de Ansys, 2013). 
 
O elemento SHELL63 pode possuir geometria quadrangular ou triangular, 
conforme representado na Figura 2.29. 
O elemento BEAM3 é um elemento uniaxial com capacidade para 
tração/compressão e dobragem. O elemento possui três GDL’s em cada nó: translação 
nas direções “x”, “y” e rotação em torno do eixo “z”. Na Figura 2.30 apresenta-se a 
geometria desse elemento. 
Como se pode ver pela figura, o elemento é definido por dois nós (I e J), a área 
da secção, o momento de inércia, a altura e as propriedades do material. 
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Figura 2.30 – Geometria do elemento BEAM3 (adaptado de Ansys, 2013). 
 
 Por sua vez o elemento BEAM188 é também uma linha unidimensional no 
espaço. Contudo, e ao contrário do BEAM3, é um elemento apropriado para aplicação 
em barras relativamente espessas. É um elemento que pode possuir seis GDL’s por cada 
nó: translação nas direções “x”, “y” e “z”, e rotação em torno dos eixos “x”, “y” e “z”. 
Um sétimo GDL pode ser considerado se a intenção é efetuar uma análise à instabilidade 
elástica. A Figura 2.31 representa a geometria desse elemento. 
 
Figura 2.31 – Geometria do elemento BEAM188 (adaptado de Ansys, 2013). 
 
O elemento é definido por dois nós (I e J). Um nó K pode ser adicionado para 
definir a orientação do elemento. À semelhança do BEAM3, o elemento BEAM188 
requer também o fornecimento das caraterísticas da secção, como o tipo de secção e as 
suas dimensões. 
Outros tipos de elementos são usados na modelação das estruturas analisadas 
neste trabalho. É o caso do elemento de massa (MASS21), o elemento mola-
amortecedor (COMBIN14) e o elemento bi-dimensional axissimétrico para geometrias 
e carregamentos simétricos em relação em um eixo (PLANE182), disponíveis no 
ANSYS®. 
O elemento MASS21 é um elemento que pode possuir seis GDL’s por cada nó: 
translação nas direções “x”, “y” e “z”, e rotação em torno dos eixos “x”, “y” e “z”. Pode 
ser também atribuída uma massa diferente a cada nó, assim como um momento de 
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inércia de massa. Na Figura 2.32 está representada a geometria do elemento MASSA21, 
que como se pode observar é definido apenas por um nó (I). 
 
Figura 2.32 – Geometria do elemento MASS21 (adaptado de Ansys, 2013). 
 
O elemento COMBIN14 é um elemento longitudinal mola-amortecedor com 
capacidade de tração/compressão, com três graus de liberdade: translação nas direções 
“x”, “y” e “z”. A Figura 2.33 mostra a geometria do elemento COMBIN14. 
 
Figura 2.33 – Geometria do elemento COMBIN14 (adaptado de Ansys, 2013). 
 
Como se pode observar na Figura 2.33, o elemento COMBIN14 é definido por 
dois nós (I e J), uma mola com constante de rigidez k  e um amortecedor com 
coeficiente de amortecimento c . O amortecimento não é considerado no caso de 
análises do tipo estática ou em análises de estruturas não amortecidas ou de baixo 
amortecimento. O elemento COMBIN14 não possui massa, sendo esta atribuída através 
de elementos de massa, como o MASS21. Nestes casos o elemento de massa pontual é 
coincidente com os nós I e J do elemento COMBIN14. 
O elemento PLANE182 é um elemento bidimensional para corpos sólidos, 
definido por quatro nós (I, J, K e L) e com dois GDL’s por cada nó, ou seja, translação 
nas direções “x” e “y”. A Figura 2.34 mostra a geometria do elemento PLANE182. 
 
Figura 2.34 – Geometria do elemento PLANE182 (adaptado de Ansys, 2013). 
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 Pode ser usado como um elemento plano ou como um elemento axissimétrico 
que permite obter tensões e deformações na direção perpendicular ou normal à direção 
do carregamento, como é o caso das placas. O elemento permite definir espessura, na 
opção de elemento plano, e propriedades de materiais ortotrópicos.   
O elemento PLANO182 pode possuir geometria quadrangular ou triangular, 
conforme representado na Figura 2.34. 
 
2.7 – Especificação de Rebites e Juntas Rebitadas 
 A rebitagem de componentes e a especificação do rebite adequado para um 
determinado caso, segue algumas normas. Antes do processo de rebitagem propriamente 
dito é necessário efetuar alguns cálculos, como o diâmetro do corpo do rebite e o 
comprimento do corpo do rebite, para determinar qual o rebite que melhor se adequa à 
espessura dos componentes a rebitar. Outro fator a ter em conta é o número de fileiras 
de rebites, o número de rebites em cada fileira e o espaçamento entre rebites. Esse 
número depende do comprimento das peças a unir, assim como depende da largura da 
junta. O eurocódigo 9 (2000) para projeto de estruturas em alumínio prevê as normas 
para cálculo e montagem de rebites. Dessas recomendações se retiram alguns aspetos 
importantes a aplicar neste trabalho. 
Antes de rebitar, é então necessário escolher o rebite mais adequado para o caso, 
em função da espessura dos componentes a serem unidos, do diâmetro do furo de 
alojamento do rebite e do comprimento do corpo do rebite. Na Figura 2.35 mostra-se o 
tipo de rebite usado neste trabalho. 
 
Figura 2.35 – Rebite de cabeça redonda e cilíndrica (adaptado de Shanghai Metal Corporation). 
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A escolha do rebite é feita de acordo com a espessura das peças que se quer unir. 
A prática (SENAI, 2000) recomenda que se considere a peça de menor espessura e se 
multiplique esse valor por 1,5, tal que  
Sd r <⋅= 5,1 , (2.173) 
onde rd  é o diâmetro do corpo do rebite e S corresponde à menor espessura. 
Para além do diâmetro do corpo do rebite, é necessário também calcular o 
diâmetro do furo fd  de alojamento do rebite. Esse parâmetro pode ser calculado 
multiplicando-se o diâmetro do rebite por 1,06, tal que 
06,1⋅= rf dd . (2.174) 
 Por último é necessário especificar o comprimento útil do rebite, ou do corpo do 
rebite. A equação para cálculo do comprimento útil do rebite depende da forma da 
cabeça do rebite. Se a cabeça do rebite é redonda e cilíndrica, o comprimento útil cL  é 
dado por 
trc LdL +⋅= 5,1 , (2.175) 
em que tL  é a soma das espessuras dos componentes a unir. Para o caso de rebites com 
cabeça cónica, o comprimento útil cL  é dado por 
trc LdL +⋅= 1 . (2.176) 
 A disposição dos rebites na junta segue também algumas considerações. Na 
Figura 2.36 está representado um caso com duas fileiras de rebites e as respetivas 
distâncias entre centro dos rebites, e também a distância dos rebites às bordas das peças 
a unir. 
 
Figura 2.36 – Representação de uma possível disposição de rebites na junta (adaptado de Eurocódigos, 
2000). 
 
 A distância 1p , correspondente à distância entre centros de dois rebites, e a 
distância 2p , correspondente à distância entre duas filas de rebites, são respetivamente 
definidas por 
fdp ⋅= 31  (2.177) 
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e 
fdp ⋅= 5,22 . (2.178) 
 Por sua vez a distância 1e , medida entre o centro do rebite à extremidade frontal 
mais próxima da peça a unir, e a distância 2e , medida entre o centro do rebite à 
extremidade lateral mais próxima da peça a unir, são respetivamente definidas por 
fde ⋅= 5,11  (2.179) 
e 
fde ⋅= 22 . (2.180) 
 Para os casos em que os rebites estão dispostos em “zigue-zague”, eles podem 
ter as configurações apresentadas na Figura 2.37. 
 
Figura 2.37 – Disposição de rebites em “zigue-zague” (adaptado de Eurocódigos, 2000). 
 
 A distância 3p  será, no caso apresentado na Figura 2.37b, correspondente a 
13 2 pp ⋅=  (2.181) 
 As juntas rebitadas apresentadas neste trabalho seguem as disposições de rebites 
apresentadas, assim como todos os cálculos relacionados com a especificação do rebite, 
distância entre rebites e a distância dos rebites às bordas das peças a unir são baseados 
nas equações apresentadas neste sub-capítulo. 
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CAPÍTULO 3 – APLICAÇÃO DE TÉCNICAS DE 
OTIMIZAÇÃO GLOBAL PARA MELHORAMENTO DE 
MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS 
 
Neste capítulo é apresentada a aplicação de duas técnicas de otimização global 
estocásticas a um programa de melhoramento de modelos de elementos finitos já 
desenvolvido. Essas técnicas de otimização global são fornecidas pela toolbox do 
MatLab® através dos solvers GlobalSearch e MultiStart, sendo portanto 
técnicas baseadas nas metas-heurísticas. Os solvers são aplicados num programa de 
melhoramento de modelos de elementos finitos com o intuito de o dotar de maiores 
potencialidades que os métodos globais podem providenciar. O programa de 
melhoramento de modelos de elementos finitos, previamente desenvolvido, usava um 
solver de procura local, o fmincon, estando portanto sujeito aos constrangimentos 
que esse tipo de técnicas possui. 
 É efetuada, com base nos resultados obtidos, uma avaliação que compara a 
eficiência dos métodos globais relativamente ao método de procura local. Os 
resultados obtidos mostram que os métodos globais permitem atingir mais e melhores 
soluções que o método local. Por outro lado, os resultados mostram também que o 
solver GlobalSearch é mais eficiente que o solver MultiStart, uma vez que 
requer menos esforço computacional para obter a solução global ótima. 
 
3.1 – Introdução 
 No sentido de melhorar a eficiência do programa de melhoramento de modelos 
de elementos finitos desenvolvido por (Meireles, 2007), dois solvers de otimização 
global estocástica presentes na toolbox do MatLab®, GlobalSearch e 
MultiStart (MathWorks, 2011) são aplicados. A eficiência de cada um deles é 
avaliada pela sua aplicação ao melhoramento de um modelo em elementos finitos. O 
objetivo é comparar cada um desses solvers com o solver local fmincon. O 
programa de melhoramento de modelos de elementos finitos foi previamente 
implementado com um otimizador local, que usa o algoritmo Sequential 
Quadratic Programming (SQP) executado através do solver local fmincon 
também presente na toolbox do MatLab®. Entretanto esta estratégia de procura local 
tem dificuldades em encontrar o ótimo global, uma vez que foi desenvolvida para 
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encontrar apenas uma solução. Por essa razão, o processo de melhoramento de 
modelos de elementos finitos era efetuado com base numa primeira aproximação, de 
forma empírica, na busca do melhor ponto de partida, e só depois era aplicado o solver 
local fmincon. É esperado com esta nova implementação que o programa de 
melhoramento de modelos de elementos finitos aumente a sua eficácia na resolução de 
problemas de otimização mais complexos. 
 Este capítulo está organizado como se segue. O sub-capítulo 3.2 apresenta a 
formulação da função objetivo usada para a otimização de um primeiro problema. O 
sub-capítulo 3.3 procura descrever o novo processo de otimização implementado. O 
sub-capítulo 3.4 descreve os modelos de elementos finitos usados para testar a 
eficiência do novo processo de otimização. O sub-capítulo 3.5 mostra os resultados 
obtidos e respetiva discussão, e no sub-capítulo 3.6 são apresentadas as conclusões. 
 
3.2 – Formulação da Função objetivo 
 Neste sub-capítulo é descrito o formalismo desenvolvido para a função 
objetivo. A função objetivo f , que depende do vetor v  que contém os parâmetros a 
otimizar, e quantifica a diferença do comportamento dinâmico entre o modelo 
numérico e o modelo de referência, é dada pela soma de três funções específicas como 
descrito abaixo 
( ) ( ) ( ) ( )vvvv λϕϕ ffff UC ++= , (3.1) 
onde a função Cf ϕ  representa e quantifica a diferença entre os pares de modos de 
vibração correlacionadas do modelo de referência e do modelo numérico, a função 
Uf ϕ  representa e quantifica a diferença entre os pares de modos de vibração não 
correlacionadas do modelo de referência e do modelo numérico, e a função λf  
representa e quantifica a diferença entre as frequências do modelo numérico e do 
modelo de referência. 
 A função objetivo Cf ϕ  é dada por 
( )
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onde CN  é o número de pares de modos de vibração correlacionados da diagonal da 
matriz MAC, em que ji = , 0
^
iiMAC são os elementos da diagonal da matriz MAC 
inicialmente estimados, 0
^
v  é o vetor que contém os valores iniciais dos parâmetros, 
qiiMAC
^
 são os elementos da diagonal da matriz MAC estimados a cada iteração q  e 
q
^
v  é o vetor que contém os valores dos parâmetros estimados a cada iteração q , com 
0≥q . O valor do MAC entre dois modos de vibração é dado pela Eq. (2.154), já 
apresentada no capítulo 2, e i  corresponde aos modos de vibração de 
referência/experimentais e j  corresponde aos modos de vibração numéricos 
estimados. 
 A função Uf ϕ  é dada por 
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onde UN  é o número de pares de modos de vibração não correlacionados fora da 
diagonal da matriz MAC, em que ji ≠ . 
 A função λf  é dada por 
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onde λN  é o número de valores próprios λ  correspondente aos pares de modos de 
vibração correlacionados, if  é a ésimai  frequência natural de referência obtida 
experimentalmente, 0
^
jf  é a ésimaj  frequência numérica inicial estimada e qjf
^
 é a 
ésimaj  frequência natural numérica estimada a cada iteração q . O termo quadrático na 
Eq. (3.5) é usado para acelerar a convergência e obter apenas diferenças positivas 
entre as frequências do modelo númerico e de referência. O denominador nas Eqs. 
(3.2), (3.4) e (3.5) é usado para obter diferenças normalizadas. Os vetores que contêm 
os modos de vibração estimados 
qj
^
φ  e os valores próprios estimados 
qj
^
λ  são função 
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dos parâmetros contidos no vetor q
^
v . A relação entre eles pode ser escrita, 
respetivamente, como  






= p
q
qqqqj vvvvf
^^^^^
,...,,, 321φ        (3.6) 
e 






= pq qqqqj vvvvf
^^^^^
,...,,, 321λ , para nj ,...,1= ,     (3.7) 
onde p  é o número de parâmetros a otimizar e n  é o número de graus de liberdade. 
 Os parâmetros 
pqq vv
^^
,...,1   contidos no vetor q
^
v  estão sujeitos à restrição 
UBLB vvv iq ≤≤
^
, para pi ,...,1= ,       (3.8) 
onde a quantidade LBv  representa o limite inferior e a quantidade UBv  representa o 
limite superior. 
 
3.3 – Descrição do Processo de Melhoramento de Modelos de Elementos 
Finitos 
O algoritmo usado no processo de melhoramento de modelos de elementos 
finitos é apresentado nesta secção. O algoritmo é implementado em MATLAB®, 
usando algumas ferramentas da sua toolbox, e está preparado para interagir com o 
programa de cálculo de elementos fintios ANSYS®. 
 
3.3.1 – Descrição do Algoritmo 
 Considere-se 





0
^^
0
vφ j  e 





0
^^
0 vjλ , respetivamente como, os vetores próprios 
numéricos iniciais estimados e os valores próprios numéricos iniciais estimados, a 
partir dos quais podem ser calculados 

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
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0 vjf , onde 






0
^^
0 viiMAC  são os elementos da diagonal da matriz MAC inicial estimada e 






0
^^
0 vijMAC  são os valores fora da diagonal da matriz MAC inicial estimada. A 
função objetivo initial 0f , definida em (3.1), dependendo das Eqs. (3.2) - (3.5), é 
usada para comparar os valores numéricos iniciais estimados com os valores de 
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referência/experimentais. Se +−→ 10f , onde ( )∈+−=−
∈→
+ 1lim1
0
, ou, se a condição 
61 10−+ ≤− qq ff
 é satisfeita como critério de paragem, então o processo de 
melhoramento de modelos de elementos finitos é concluído. Quando a diferença entre 
o valor da função objetivo, obtido entre duas iterações consecutivas for 610−  significa 
que as alterações nos parâmetros são muito pequenas, não tendo grande influência no 
comportamento do modelo a melhorar. Assim se justifica a escolha de 610−  como 
critério de paragem. Se nenhuma das condições acima é satisfeita, então 1+= qq  e 
novas estimativas 





++ 1
^
1
^
qq vϕ  e 





++ 1
^
1
^
qq vλ   são calculadas. Novamente, estes valores 
são comparados com os valores de referência usando a função objetivo 1+qf  baseada 
na Eq. (3.1). Se para alguma iteração 1≥= hq , tal que +−→ 1hf , ou, se a condição 
61 10−+ ≤− qq ff
 é satisfeita, então o processo de melhoramento de modelos de 
elementos finitos é concluído e os valores ótimos de 





hh
^^
vϕ  e 


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

hh
^^
vλ  são 
encontrados. 
 
3.3.2 – Fluxograma do Processo 
 O processo de otimização usa a interação entre os programas comerciais 
MatLab® e o software de elementos finitos ANSYS® para proceder ao melhoramento 
das caraterísticas dinâmicas de um modelo de elementos finitos, calculando o valor 
mínimo da função objetivo e encontrando assim o valor ótimo para os parâmetros da 
estrutura. O fluxograma que descreve o algoritmo de interação entre o MatLab® e o 
ANSYS® é apresentado na Figura 3.1. 
 O primeiro passo de um processo de otimização deste tipo é idealizar ou 
coletar dados experimentais que descrevam o comportamento dinâmico de um modelo 
considerado como sendo a referência. Esses dados são representados por valores de 
amplitudes que formam cada modo de vibração ou forma de vibrar da estrutura, e os 
valores das respetivas frequências naturais associadas a cada modo de vibração. O 
próximo passo é construir um modelo em elementos finitos e obter o comportamento 
dinâmico desse modelo. As caraterísticas que descrevem o comportamento dinâmico 
de ambos os modelos são então usadas pelo otimizador como meio de comparação 
para avaliar se os dois modelos estão, ou não, bem correlacionados. O processo é 
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repetido até que a solução encontrada convirja para um valor ótimo da função 
objetivo. 
 
Figura 3.1 – Fluxograma de interação entre o MatLab® e o ANSYS®. 
 
A descrição detalhada do fluxograma pode dar uma ideia mais concreta do processo de 
otimização: 
 1. Executa o ANSYS® com o modelo de elementos finitos inicial a 
otimizar, construído em APDL num ficheiro input.txt, com os parâmetros a 
otimizar contidos no vetor inicial 0v ;  
 2. O MatLab® lê o ficheiro de resultados output.txt obtido do 
ANSYS® e compara os valores estimados com os valores de referência/experimentais, 
de modo a preencher a função objetivo f ; 
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 3. Conclui o processo se um valor ótimo é atingido, ou seja, se as 
condições de paragem, descritas no sub-capítulo 3.3.1, são satisfeitas, ou vai para o 
passo 4; 
 4. Obtém os novos parâmetros 1
^
+qv  definidos pelo otimizador, tendo em 
conta os constrangimentos definidos pela condição (3.8);  
 5. Modifica o modelo de elementos finitos no ficheiro input.txt com 
os novos parâmetros 1
^
+qv ; 
 6. O ANSYS® inicia uma nova análise com o novo ficheiro input.txt, 
indo para o passo 1. 
 
 Como já referido anteriormente, são usados dois solvers de procura global, o 
GlobalSearch e MultiStart, que substituem o solver local, fmincon, 
previamente usado no programa de melhoramento de modelos de elementos finitos. 
Estes solvers de procura global apresentam vantagens teóricas relativamente ao solver 
de procura local previamente usado, e cuja descrição dos mesmos se encontra no 
Capítulo 2. 
 
3.4 – Descrição dos Modelos 
 Tendo em vista que se pretende avaliar o desempenho dos solvers de procura 
global relativamente ao solver de procura local, recorre-se apenas a modelos 
numéricos, ou seja, tanto o modelo de referência como o modelo a melhorar são 
modelos de elementos finitos. Assim, faz-se nesta secção uma apresentação desses 
modelos. 
 
3.4.1 – Modelo de Referência  
 O modelo de referência é uma placa retangular com dimensões 200x300x5 
mm3, ou seja, com largura w , altura h  e espessura t , como se mostra na Figura 3.2a. 
 O modelo de referência é um modelo de elementos finitos, construído no 
software ANSYS® com elementos de casca (SHELL63), composto por 48 nós, como 
mostrado na Figura 3.2b. Depois de construído, o modelo é submetido a análise modal 
para extração dos primeiros 24 modos de vibração e respetivas frequências naturais. 
Os modos de vibração são obtidos nos 24 nós assinalados a vermelho na Figura 3.2a. 
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Figura 3.2 – a) Desenho técnico do modelo de referência; b) Modelo de referência em elementos finitos. 
  
 É considerado que a placa possui um material com as propriedades mecânicas 
apresentadas na Tabela 3.1. 
Tabela 3.1 – Propriedades mecânicas do modelo de referência. 
Propriedade Símbolo Unidades Valor 
Módulo de Elasticidade  xE  [Pa] 210x109 
Módulo de Elasticidade yE  [Pa] 220x109 
Coeficiente de Poisson  yxxy υυ =  - 0,27 
Massa Específica ρ  [kg/m3] 7847 
 
 A propriedade xE  representa o módulo de elasticidade na direção transversal 
ou perpendicular à laminagem, yE  representa o módulo de elasticidade na direção 
longitudinal ou paralela à laminagem, xyυ  representa o coeficiente de Poisson (relação 
entre a deformação na direção transversal x  e a deformação na direção longitudinal 
y ) e yxυ  representa o coeficiente de Poisson (relação entre a deformação na direção 
longitudinal y e deformação na direção transversal x ). 
 
3.4.2 – Modelo a Melhorar  
 O modelo de elementos finitos a melhorar é também construído no software 
ANSYS® e possui um conjunto de 240 áreas que podem variar a sua forma 
geométrica, como mostrado na Figura 3.3. As 240 áreas correspondem à quantidade de 
elementos de casca (SHELL63) que constituem o modelo. Essas áreas (elementos) são 
criadas a partir de pontos, alguns com liberdade para poderem variar as suas 
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coordenadas, permitindo alterar a forma geométrica de todas as áreas envolvidas, 
mantendo-se invariável a dimensão global do modelo. Os pontos ou nós que podem 
variar as suas coordenadas (identificados a cor verde na Figura 3.3) são função dos 
parâmetros aw  e bh , como representado na Figura 3.3.  
 
Figura 3.3 – Modelo de elementos finitos usado para melhoramento. 
 
 Os 24 nós escolhidos para leitura dos modos de vibração no modelo a melhorar 
são mantidos constantes, de modo a coincidirem com a posição dos 24 nós no modelo 
de referência, como mostrado na Figura 3.2a. 
 As propriedades do material do modelo a melhorar são iguais às propriedades 
mecânicas do modelo de referência, já apresentadas na Tabela 3.1. A largura w , altura 
h  e espessura t  são iguais ao modelo de referência, representado na Figura 3.2. No 
entanto a espessura t  será um dos parâmetros a variar ao longo do processo de 
melhoramento, assim como os parâmetros aw  e bh  também serão sujeitos a 
otimização. Os valores desses parâmetros, que correspondem ao modelo a melhorar 
inicial, e os respetivos limites inferiores e superior, são indicados na Tabela 3.2. 
Tabela 3.2 – Parâmetros a otimizar e respetivos limites inferiores e superiores. 
Propriedade Variável Unidades Valor Inicial 
Limite 
Inferior 
Limite 
Superior 
Espessura t  
[mm] 
5 1 10 
Largura do Elemento aw  10 5 19 
Altura do Elemento bh  10 5 24 
 
 O valor do limite superior de aw  e bh , são respetivamente, 19 e 24, porque 
para valores superiores a esses, a distância entre nós é demasiado pequena ao ponto de 
criar instabilidade na construção e consequente solução do modelo. O mesmo se aplica 
aos limites inferiores das mesmas variáveis. É esperado que o valor ótimo dos 
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parâmetros aw  e bh  tenha uma tendência clara para convergir para os limites 
superiores, de modo a preencher os espaços vazios do modelo de elementos finitos a 
melhorar, e a espessura t  se mantenha próxima do valor inicial, uma vez que o valor 
atribuído no modelo inicial a melhorar é igual ao valor da espessura do modelo de 
referência. 
 
3.5 – Análises Numéricas 
 Nesta secção é feita uma apresentação das análises efetuadas com a otimização 
do modelo a melhorar e avaliados os respetivos resultados obtidos. Primeiro são 
apresentadas as soluções obtidas com solver local fmincon, e depois as soluções 
obtidas com os solvers de procura global GlobalSearch e MultiStart. 
 As análises usando o fmincon são executadas apenas com o ponto inicial 
fornecido pelo utilizador utilizando os quatro algoritmos atrás referenciados, 
active-set, interior-point, SQP e trust-region-reflective. 
 Inicialmente o solver de procura global GlobalSearch é executado com 
100 pontos de partida, sendo depois efetuada uma segunda analise com 1000 pontos de 
partida, de modo ser possível avaliar o comportamento do solver e a influência que o 
aumento do número de pontos de partida provoca no resultado final. A esse número de 
pontos deve ser sempre somado o ponto inicial fornecido pelo utilizador. O solver 
GlobalSearch recorre também ao fmincon para explorar localmente cada um 
dos pontos de partida. Assim, o GlobalSearch aplica primeiro o fmincon no 
ponto inicial fornecido pelo utilizador, fazendo uma avaliação completa desse ponto. 
No seguimento faz uma avaliação inicial para cada um dos pontos de partida restantes 
(100 na primeira análise e 1000 na segunda análise), definidos pelo utilizador. 
Finalmente o solver aplica o fmincon para executar uma avaliação final completa 
no ponto com melhor ótimo local de entre esses pontos de partida, avaliado pela 
função objetivo. Assim, o processo apenas é executado completamente para dois 
pontos, o inicial e o que produziu o melhor ótimo local de entre os restantes pontos de 
partida. O GlobalSearch tem assim a vantagem de não explorar exaustivamente 
todos os pontos de partida, fazendo na primeira fase uma ligeira avaliação para cada 
um deles, excluindo os pontos com pior avaliação. 
 Pelo contrário, o MultiStart explora todos os pontos de partida 
exaustivamente. Por isso, um grande número de pontos de partida implica um esforço 
computacional muito elevado, pelo que se optou por um número de pontos de partida 
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não muito elevado, optando-se, para além do ponto inicial fornecido pelo utilizador, 
por 10 pontos de partida para a primeira análise e 20 pontos de partida para a segunda 
análise. Também aqui o solver fmincon é usado para explorar localmente cada um 
dos pontos de partida. A utilização do mesmo número de pontos de partida no solver 
GlobalSearch e MultiStart tem como finalidade avaliar a performance de 
ambos os solvers, equiparando-os para o mesmo número de pontos de partida. 
 Para cada um dos solvers globais foi também efetuada uma análise envolvendo 
os quatro algoritmos, active-set, interior-point, SQP e trust-region-
reflective. Para além dos critérios de paragem atrás mencionados (sub-capítulo 
3.3.1), são definidos nos quatro algoritmos, de forma igual, outros parâmetros 
relacionados com o critério de paragem, como o limite máximo de 5000 avaliações da 
função objetivo e o limite máximo de 500 iterações. É definido também que a 
diferença minima entre o valor da variável entre duas iterações consecutivas é 610− , 
uma vez que uma variação na variável dessa ordem de grandeza deixa de ter influência 
significativa no comportamento do modelo a melhorar. 
  
3.5.1 – Resultados Obtidos com o solver Local 
 A análise com o solver fmincon é efetuada com base na procura do ótimo 
local, com apenas um ponto de partida fornecido pelo utilizador, como apresentado na 
Tabele 3.2. Os resultados dessa análise são apresentados na Tabela 3.3. 
Tabela 3.3 – Resultados de performance do solver fmincon. 
Output active-
set interior-point SQP 
trust-
region-
reflective 
Nº de Avaliações da Função 
Objetivo 307 96 263 296 
Tempo de Otimização [h] ~0,43 ~0,13 ~0,37 ~0,41 
Valor Ótimo da 
Variável [mm]
 
t  5,07 5,07 5,08 5,08 
aw  19,00 16,64 19,00 19,00 
bh  11,82 21,53 11,47 11,49 
Valor Ótimo da Função 
Objetivo f  0,75 1,71 0,74 0,74 
 
 O valor mínimo ótimo atingido pela função objetivo é 0,74, utilizando os 
algoritmos SQP e trust-region-reflective, e requerem, respetivamente, 263 
e 296 avaliações da função objetivo até atingir o valor mínimo ao fim de 0,37 e 0,41 
horas. Assim, apesar do valor ótimo da função objetivo ser idêntico com esses dois 
algoritmos, o SQP revelou ser 1,1 vezes mais rápido que o trust-region-
reflective. O algoritmo active-set consegue atingir uma solução muito 
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semelhante à conseguida com o SQP, no entanto revelou ser 1,2 vezes mais moroso 
que este último. 
Na Figura 3.4 apresenta-se dois gráficos a cores, que mostram o grau de 
correlação entre o modelo de referência e o modelo melhorado. Na Figura 3.4a, as 
cores escuras na diagonal da matriz significam que o valor do MAC se aproxima do 
um, enquanto as cores claras significam que o valor do MAC se aproxima do zero. 
Assim, a cor preta corresponde a um valor do MAC igual 1, enquanto a cor branca 
corresponde a um valor do MAC igual a zero. Na Figura 3.4b, as cores escuras 
significam que a correlação entre as frequências naturais dos dois modelos é fraca, 
enquanto as cores claras significam que a correlação entre as frequências naturais dos 
dois modelos é boa. Assim, a Figura 3.4a representa a matriz de correlação MAC, e 
mede a correlação entre os modos de vibração do modelo de referência e o modelo de 
elementos finitos antes do melhoramento, e a Figura 3.4b representa a matriz de 
correlação entre as frequências naturais dos dois modelos antes do melhoramento. 
 
Figura 3.4 – a) Matriz de correlação MAC e b) Matriz de correlação das frequências naturais antes do 
melhoramento. 
 
 Como se pode verificar pela matriz de cores das frequências naturais a 
correlação entre os dois modelos é fraca, uma vez que para existir boa correlação a cor 
da matriz deveria ser a mais clara possível (branca). Pelo contrário, a correlação entre 
os modos de vibração é, antes de efetuar qualquer otimização, boa, como indicam as 
cores escuras presentes na diagonal da matriz MAC. Outro indicador positivo, e que 
indica boa correlação entre os modos de vibração, é a predominância de cores claras 
fora da diagonal da matriz MAC. 
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 É também efetuada uma avaliação com base na diferença relativa percentual 
média (DRPM) entre as frequências naturais do modelo de referência e do modelo de 
elementos finitos melhorado, definida como 
%1001DRPM
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onde jf
^
 é a ésimaj  frequência natural numérica estimada final. 
 A Tabela 3.4 apresenta a DRPM entre as 24 primeiras frequências naturais do 
modelo de referência (coluna 2) e do modelo de elementos finitos, antes do 
melhoramento (coluna 4) e depois do melhoramento (coluna 6), usando o algoritmo 
SQP, por ter sido o que apresentou melhor performance. 
Tabela 3.4 – Evolução das 24 primeiras frequências naturais do modelo de elementos finitos a melhorar, 
usando o solver fmincon e o algoritmo SQP. 
Modo 
Frequência de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Melhoramento 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Melhoramento 
[%] 
1 286,07 275,30 3,76 289,08 1,05 
2 304,09 277,87 8,62 304,31 0,07 
3 661,32 591,00 10,63 663,56 0,34 
4 684,16 622,14 9,07 679,60 0,67 
5 828,00 754,55 8,87 822,65 0,65 
6 929,23 826,94 11,01 927,80 0,15 
7 1227,06 1129,82 7,92 1223,99 0,25 
8 1402,88 1287,78 8,20 1398,92 0,28 
9 1709,53 1531,75 10,40 1698,30 0,66 
10 1864,34 1614,56 13,40 1856,75 0,41 
11 2061,61 1813,37 12,04 2056,84 0,23 
12 2063,88 1870,88 9,35 2059,21 0,23 
13 2101,25 1927,79 8,26 2095,23 0,29 
14 2599,25 2335,20 10,16 2603,66 0,17 
15 2845,63 2550,57 10,37 2805,83 1,40 
16 2987,62 2731,91 8,56 2986,56 0,04 
17 3148,84 2863,68 9,06 3141,01 0,25 
18 3382,34 3069,41 9,25 3387,94 0,17 
19 3626,93 3195,94 11,88 3674,32 1,31 
20 3772,47 3363,81 10,83 3834,23 1,64 
21 4059,15 3741,72 7,82 4119,88 1,50 
22 4196,35 3838,28 8,53 4205,17 0,21 
23 4273,99 3931,45 8,01 4357,15 1,95 
24 4357,44 3947,86 9,40 4382,03 0,56 
DRPM [%] 9,39  0,60 
  
 A DRPM, obtida por aplicação da Eq. (3.9), antes do melhoramento, é de 
9,39%. Depois da otimização com o solver local, é notório que o modelo de elementos 
finitos melhorado se aproxima do modelo de referência, como se verifica pela 
diferença relativa percentual média (0,60%) entre os dois modelos. O mesmo se pode 
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constatar pela Figura 3.5b, em que matriz de cores das frequências naturais evolui, no 
geral, para cores mais claras. A Figura 3.5a mostra a correlação entre os modos de 
vibração, onde não se verificam alterações significativas tanto na diagonal como fora 
da diagonal da matriz MAC, o que indica que a correlação continua a ser boa. 
A Figura 3.5c mostra o modelo de elementos finitos após otimização com o 
solver fmincon e o algoritmo SQP. Constata-se que o modelo sofre alterações 
relativamente ao modelo inicial antes do melhoramento. Verifica-se que a tendência é 
no sentido de preencher os espaços vazios, convergindo os parâmetros aw  e bh  para 
os limites superiores impostos, e manter a espessura t  do modelo inicial, como se 
verifica na Tabela 3.3. 
 
Figura 3.5 - a) Matriz de correlação MAC, b) Matriz de correlação das frequências naturais e c) Modelo 
de elementos finitos, após otimização com o solver fmincon e o algoritmo SQP. 
 
 Nas figuras 3.6, 3.7 e 3.8, apresenta-se, respetivamente, a evolução dos 
parâmetros t , aw  e bh  dentro dos limites inferiores e superiores impostos para cada 
um deles, com o solver fmincon e o algoritmo SQP, usando apenas um ponto de 
partida. 
 Pode-se observar em cada uma das três figuras uma nuvem de pontos próxima 
do valor ótimo para cada variável encontrado pelo otimizador com o solver local 
fmincon, usando o algoritmo SQP. Os pontos mais afastados dessa nuvem 
representam outras tentativas de convergência para o valor ótimo, feitas pelo 
otimizador, mas cujo valor obtido pela função objetivo é pior do que o obtido na 
região da nuvem em volta do ponto ótimo. Por essa razão o otimizador não evoluiu a 
partir desses pontos mais afastados. 
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Figura 3.6 – Evolução do parâmetro t  durante o processo de otimização com o solver fmincon e o 
algoritmo SQP. 
 
 
Figura 3.7 – Evolução do parâmetro aw  durante o processo de otimização com o solver fmincon e o 
algoritmo SQP. 
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Figura 3.8 – Evolução do parâmetro bh  durante o processo de otimização com o solver fmincon e o 
algoritmo SQP. 
 
 É esperado com os solvers globais a obtenção de mais do que uma nuvem de 
pontos concentrados, devido a que o número de pontos de partida é maior 
relativamente ao solver local, e que consequentemente, convergem para vários ótimos 
locais. 
 
3.5.2 – Resultados Obtidos com os solvers Globais 
 Assim, no sentido de avaliar a capacidade dos solvers globais, procedeu-se à 
resolução do mesmo problema recorrendo aos solvers GlobalSearch e 
MultiStart. As condições iniciais são as mesmas para os dois solvers, assim como 
os parâmetros de otimização. A diferença está no número de pontos de partida. Nas 
análises com o solver GlobalSearch, existe melhoria no valor mínimo da função 
objetivo relativamente ao obtido com o solver local, usando 100 e 1000 pontos de 
partida. Na tabela 3.5 e 3.6 pode-se observar o valor mínimo atingido pela função 
objetivo, para análise com 100 e 1000 pontos de partida, respetivamente, como sendo 
de 0,70 para os dois casos, usando os algoritmos active-set, SQP e trust-
region-reflective, o que significa uma melhoria de 5,4% relativamente ao 
valor atingido usando o solver local fmincon (0,74). De salientar no entanto, como 
seria de esperar, o maior esforço computacional que o solver GlobalSearch 
necessita para atingir o valor ótimo para as variáveis, relativamente ao solver local, 
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requerendo aproximadamente duas vezes mais (1,9 vezes) de tempo de otimização e 
número de avaliações da função objetivo. A análise com o algoritmo interior-
point, não permite chegar ao mesmo valor mínimo da função objetivo atingido com 
os outros três algoritmos. 
 Usando 1000 pontos de partida o tempo de otimização é ainda maior. Por 
exemplo, a análise com os algoritmos active-set e trust-region-
reflective precisa de 2265 avaliações da função objetivo e 3,15 horas de tempo 
de otimização para atingir o mesmo valor da função objetivo (0,70), o que representa 
um esforço computacional 4,4 vezes maior, relativamente à análise com 100 pontos de 
partida. Isto significa que, apesar de usar muitos pontos de partida para explorar, o 
resultado final não tem necessariamente de ser melhor, pelo que cada caso é um caso, 
e deve ser tratado de forma isolada e independente. O que se pode concluir é que, para 
um mesmo caso de estudo, o solver de procura global GlobalSearch produz 
melhores soluções de que o solver local. 
Tabela 3.5 – Resultados de performance do solver GlobalSearch com 100 pontos de partida. 
Output active-
set interior-point SQP 
trust-
region-
reflective 
Nº de Avaliações da Função 
Objetivo 512 369 653 512 
Tempo de Otimização [h] ~0,71 ~0,51 ~0,91 ~0,71 
Valor Ótimo da 
Variável [mm]
 
t  5,09 5,13 5,09 5,09 
aw  19,00 16,79 19,00 19,00 
bh  10,65 13,53 10,67 10,65 
Valor Ótimo da Função 
Objetivo f  0,70 0,90 0,70 0,70 
 
Tabela 3.6 – Resultados de performance do solver GlobalSearch com 1000 pontos de partida. 
Output active-
set interior-point SQP 
trust-
region-
reflective 
Nº de Avaliações da Função 
Objetivo 2265 2173 2327 2265 
Tempo de Otimização [h] ~3,15 ~3,02 ~3,23 ~3,15 
Valor Ótimo da 
Variável [mm]
 
t  5,09 5,12 5,09 5,09 
aw  19,00 17,28 19,00 19,00 
bh  10,65 13,34 10,66 10,65 
Valor Ótimo da Função 
Objetivo f  0,70 0,88 0,70 0,70 
 
 Na análise com o solver MultiStart, usando 10 pontos de partida (ver 
Tabela 3.7) o valor da função objetivo é de 0,70, usando os algoritmos active-set, 
SQP e trust-region-reflective, sendo igual ao atingido por esses algoritmos 
com o solver GlobalSearch com 100 e 1000 pontos de partida. Na análise com o 
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algoritmo interior-point observa-se uma melhoria de 10,2% no valor mínimo 
atingido pela função objetivo (0,79) relativamente ao conseguido na análise com o 
solver GlobalSearch e 1000 pontos de partida (0,88).  
 O esforço computacional com o solver MultiStart e os algoritmos 
active-set e trust-region-reflective, usando 10 pontos de partida, é 
aproximadamente 3 vezes superior ao esforço computacional com o solver 
GlobalSearch e esses mesmos dois algoritmos, usando 100 pontos de partida, 
apesar de o GlobalSearch ter sido definido para explorar um número de pontos 
10 vezes superior ao definido para o MultiStart. É natural esse aumento do 
esforço computacional relativamente ao solver GlobalSearch, uma vez que o 
solver MultiStart explora exaustivamente todos os pontos de partida. 
 Usando 20 pontos de partida, cujos resultados se apresentam na Tabela 3.8, o 
tempo de otimização é ainda mais elevado (4,5 vezes) relativamente à análise com o 
solver GlobalSearch e o algoritmo active-set, usando 100 pontos de partida. 
O menor valor da função objetivo continua a ser 0,70, conseguido com os algoritmos 
active-set, SQP e trus-region-reflective. Relativamente à análise com 
o algoritmo interior-point não se registam alterações no valor mínimo da 
função objetivo relativamente à análise com 10 pontos de partida. 
 Pode-se concluir que não é vantajoso usar o solver MultiStart para 
resolver problemas como o que aqui é apresentado. O solver GlobalSearch 
consegue produzir os mesmos resultados com menor esforço computacional, sendo 
assim mais eficiente que o MultiStart.  De modo geral os solvers globais aqui 
analisados convergem para uma solução melhor que o solver local fmincon, como 
seria de esperar, uma vez que estão preparados para encontrarem vários mínimos 
locais, e em que o melhor mínimo local é o ótimo global do problema. 
 Tabela 3.7 – Resultados de performance do solver MultiStart com 10 pontos de partida. 
Output active-
set interior-point SQP 
trust-
region-
reflective 
Nº de Avaliações da Função 
Objetivo 1513 900 1513 1513 
Tempo de Otimização [h] ~2,10 ~1,25 ~2,10 ~2,10 
Valor Ótimo da 
Variável [mm]
 
 5,09 5,09 5,09 5,09 
 19,00 18,34 19,00 19,00 
 10,65 12,43 10,63 10,65 
Valor Ótimo da Função 
Objetivo f  0,70 0,79 0,70 0,70 
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Tabela 3.8 – Resultados de performance do solver MultiStart com 20 pontos de partida. 
Output active-
set interior-point SQP 
trust-
region-
reflective 
Nº de Avaliações da Função 
Objetivo 2312 2237 2704 2642 
Tempo de Otimização [h] ~3,21 ~3,11 ~3,76 ~3,67 
Valor Ótimo da 
Variável [mm]
 
t  5,09 5,09 5,09 5,09 
aw  19,00 18,27 19,00 19,00 
bh  10,62 12,41 10,66 10,64 
Valor Ótimo da Função 
Objetivo f  0,70 0,79 0,70 0,70 
  
 A Tabela 3.9 apresenta diferenças relativas percentuais entre as 24 primeiras 
frequências naturais do modelo de referência (coluna 2) e do modelo de elementos 
finitos, antes do melhoramento (coluna 4) e depois do melhoramento (coluna 6), 
usando o solver GlobalSearch e algoritmo active-set com 100 pontos de 
partida, por ter sido, a par com o trust-region-refletive, o que necessitou de 
menor número de avaliações para atingir o valor mínimo da função objetivo. 
Tabela 3.9 – Evolução das 24 primeiras frequências naturais do modelo de elementos finitos a melhorar, 
usando o solver GlobalSearch e o algoritmo active-set com 100 pontos de partida. 
Modo 
Frequência de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Melhoramento 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Melhoramento 
[%] 
1 286,07 275,30 3,76 289,52 1,21 
2 304,09 277,87 8,62 304,82 0,24 
3 661,32 591,00 10,63 664,46 0,47 
4 684,16 622,14 9,07 677,04 1,04 
5 828,00 754,55 8,87 823,76 0,51 
6 929,23 826,94 11,01 927,18 0,22 
7 1227,06 1129,82 7,92 1225,73 0,11 
8 1402,88 1287,78 8,20 1399,04 0,27 
9 1709,53 1531,75 10,40 1702,54 0,41 
10 1864,34 1614,56 13,40 1850,18 0,76 
11 2061,61 1813,37 12,04 2052,91 0,42 
12 2063,88 1870,88 9,35 2059,52 0,21 
13 2101,25 1927,79 8,26 2095,83 0,26 
14 2599,25 2335,20 10,16 2599,25 0,00 
15 2845,63 2550,57 10,37 2815,46 1,06 
16 2987,62 2731,91 8,56 2987,61 0,00 
17 3148,84 2863,68 9,06 3148,31 0,02 
18 3382,34 3069,41 9,25 3384,39 0,06 
19 3626,93 3195,94 11,88 3658,17 0,86 
20 3772,47 3363,81 10,83 3820,33 1,27 
21 4059,15 3741,72 7,82 4121,21 1,53 
22 4196,35 3838,28 8,53 4222,68 0,63 
23 4273,99 3931,45 8,01 4354,1 1,87 
24 4357,44 3947,86 9,40 4372,33 0,34 
DRPM [%] 9,39  0,57 
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 A DRPM, obtida por aplicação da Eq. (3.9), antes e depois do melhoramento é 
de 9,39% e 0,57%, respetivamente, o que representa uma melhoria de 5% 
relativamente ao solver local (DRPM de 0,60%). 
 Verifica-se na Tabela 3.5 (coluna 4) que se mantém a tendência de o parâmetro 
aw  convergir para o limite máximo e o parâmetro bh  convergir para o limite inferior. 
Essa tendência do parâmetro bh  vai contra o que seria de esperar no início, antes de 
serem efetuadas estas análises. Era esperado que a melhor solução para o modelo de 
elementos finitos se aproximar do modelo de referência, seria preencher os espaços 
vazios ao máximo. No entanto isso não se verifica. Uma explicação possível poderá 
ter a ver com o fato da malha do modelo de elementos finitos a melhorar ser mais 
refinada que a do modelo de referência, e consequentemente influenciar nos valores 
das frequências naturais. Assim o modelo de elementos finitos melhorado tem de 
apresentar uma geometria de tal forma que compense essa influência da malha. O 
valor da espessura t  converge para o valor da espessura do modelo de referência, 
como se previa. Na Figura 3.9c pode-se observar o modelo de elementos finitos após 
melhoramento com o solver GlobalSearch e algoritmo active-set, apesar de 
não ser notório, pela visualização da figura, a diferença relativamente ao modelo 
melhorado com o solver fmincon. 
 
Figura 3.9 - a) Matriz de correlação MAC, b) Matriz de correlação das frequências naturais e c) Modelo 
de elementos finitos após otimização com o solver GlobalSearch e o algoritmo active-set. 
  
 Relativamente à matriz de cores da Figura 3.9a, também não se verifica 
alterações significativas tanto na diagonal como fora da diagonal da matriz MAC, o 
que indica que a correlação entre os modos de vibração dos dois modelos continua a 
ser boa. O mesmo se pode dizer relativamente à Figura 3.9b, relativa à correlação 
entre as frequências naturais dos dois modelos, não sendo visível pela análise das 
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cores da matriz a melhoria percetível na DRPM obtida por aplicação da Eq. (3.9). A 
melhoria relativamente ao solver local, apenas é percetível pelo valor mínimo da 
função objetivo atingido e pela análise das frequências naturais apresentadas na Tabela 
3.9. 
 Nas Figuras 3.10, 3.11 e 3.12, apresenta-se, respetivamente, a evolução dos 
parâmetros t , aw  e bh  dentro dos limites inferiores e superiores impostos para cada 
um deles, com o solver GlobalSearch e o algoritmo SQP, de modo a ser possível 
comparar a evolução desses parâmetros ocorrida com o solver fmincon e o 
algoritmo SQP. Comparando as Figuras 3.10-3.12 com as obtidas com o solver local 
(Figuras 3.6-3.8), verifica-se uma maior densidade de pontos distribuídos na região de 
procura definida pelos limites inferiores e superiores. 
 
Figura 3.10 – Evolução do parâmetro t  durante o processo de otimização com o solver 
GlobalSearch e o algoritmo SQP, usando 100 pontos de partida. 
 
 Como dito anteriormente, o processo de otimização, para os casos de estudo 
com os solvers GlobalSearch, apenas é executado completamente para dois pontos, o 
inicial, fornecido pelo utilizador, e o que produziu a melhor avaliação inicial da função 
objetivo de entre os restantes pontos de partida. Por isso não se observa nuvens de 
pontos concentrados à volta de todos os pontos de partida, pois aqueles pontos de 
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partida que inicialmente não evoluem para valores de função objetivo favoráveis, são 
consequentemente abandonados pelo otimizador. 
 
Figura 3.11 – Evolução do parâmetro aw  durante o processo de otimização com o solver 
GlobalSearch e o algoritmo SQP, usando 100 pontos de partida. 
 
 
Figura 3.12 – Evolução do parâmetro bh  durante o processo de otimização com o solver 
GlobalSearch e o algoritmo SQP, usando 100 pontos de partida. 
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3.6 – Conclusões 
 Duas técnicas de otimização global estocásticas foram aplicadas a um 
programa de melhoramento de modelos de elementos finitos, de modo a aumentar as 
potencialidades deste. Os solvers globais possuem a vantagem de serem capazes de 
trabalharem com um elevado número de pontos de partida, e por isso são mais 
eficientes na busca pelo melhor ótimo global, de que os solvers locais. Os dois solvers 
globais testados no programa de melhoramento de modelos de elementos finitos 
trabalham de forma diferente, pelo que as performances obtidas com cada um deles 
também são diferentes, não no que diz respeito à melhor solução encontrada, mas sim 
no tempo computacional gasto para a encontrar. A esse nível o MultiStart perde 
para o GlobalSearch pois é um tipo de solver que analisa exaustivamente todos 
os pontos de partida, o que implica maior tempo gasto. Isso fica claro com o fato de 
que o MultiStart com 10 pontos de partida gasta 3 vezes mais tempo 
computacional de que o GlobalSeacrh com 100 pontos de partida. 
 Foram testados quatro tipos de algoritmos, o active-set, o interior-
point, o SQP e o trust-region-reflective. Na análise com o solver local 
fmincon o algoritmo SQP revelou ser o mais eficaz. No caso em que se associam os 
esses algoritmos com os solvers globais apresentados, os algoritmos active-set, 
SQP e trust-region-reflective possibilitam chegar ao mesmo valor mínimo 
da função objetivo, no entanto os algoritmos active-set e trust-region-
reflective são mais rápidos a atingir a melhor solução do que o SQP, revelando 
serem a melhor opção em conjunto com o solver GlobalSearch. O algoritmo 
interior-point não permitiu em nenhuma das análises chegar ao valor mínimo 
da função objetivo atingido pelos outros três, ficando a ideia de que seriam precisos 
mais pontos de partida para que isso fosse possível. 
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CAPÍTULO 4 – MÉTODO SEQUENCIAL DE DUAS 
ETAPAS PARA MODIFICAÇÃO ESTRUTURAL E 
UPDATING 
 
No capítulo anterior aplicaram-se as metodologias de procura global ao 
processo de melhoramento de modelos de elementos finitos. Verificou-se que essas 
metodologias são mais eficazes a atingir o valor ótimo de um problema de otimização 
comparativamente às metodologias de procura local. Contudo o processo de 
melhoramento de modelos de elementos finitos não está ainda preparado para lidar 
com certos tipos de problemas que a seguir se apresentam. 
Neste capítulo é apresentado um método sequencial de duas etapas para 
modificação estrutural e updating, baseado numa função de otimização multi-objetivo. 
Este método apresenta novidades no sentido de que é possível otimizar os modelos 
com base nas caraterísticas geométricas, no comportamento estático e no 
comportamento dinâmico do sistema. Assim é possível, no mesmo processo de 
otimização, conciliar o comportamento estático com o comportamento dinâmico das 
estruturas. A primeira etapa do processo é baseada no uso e comparação de 
caraterísticas geométricas e/ou comportamento estático (análise de deformações) entre 
o modelo de elementos finitos a otimizar e o modelo de referência, e a segunda etapa é 
baseada no uso e comparação da resposta modal entre os dois modelos. Outra mais-
valia deste método de duas etapas é que pode ser também aplicado nos casos em que 
existem pares de modos não correlacionados entre o modelo de referência e o modelo 
de elementos finitos a melhorar. 
Três exemplos são apresentados para aferir a eficácia do novo método. O 
primeiro exemplo é um modelo construído com elementos de viga, cujo modelo de 
referência possui uma forma em T e o modelo de elementos finitos a melhorar possui 
uma forma quadrada. O segundo exemplo é um modelo construído com elementos de 
casca, cujo modelo de referência possui uma forma em hexágono e o modelo de 
elementos finitos a melhorar possui uma também uma forma quadrada. A razão para o 
estudo desses modelos, prende-se com o fato de ser necessário aferir o comportamento 
do método desenvolvido perante modelos construídos com diferentes tipos de 
geometrias e diferentes tipos de elementos finitos. Estes são casos em que à partida os 
modos entre o modelo de referência e o modelo de elementos finitos a melhorar não 
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estão correlacionados, e o que se pretende é que no fim de todo o processo, o modelo 
de elementos finitos a melhorar também aqui denominado por modelo numérico tenha 
o mesmo comportamento do modelo de referência. O segundo exemplo é um chassis 
de um carro de rally todo o terreno, com largo número de variáveis para otimizar, e ao 
qual por um lado se pretende melhorar o seu comportamento estático e dinâmico, e por 
outro lado reduzir a sua massa. 
O processo é desenvolvido e implementado em MatLab®, e uma função multi-
objetivo, para ser minimizada, é usada para avaliar a proximidade entre o modelo a 
melhorar e o modelo de referência após cada iteração do processo. 
Os resultados obtidos da aplicação dos exemplos descritos, mostram que a 
metodologia proposta é eficaz e consegue estimar os valores ótimos para os 
parâmetros que definem os modelos, mesmo na presença de modelos com modos não 
correlacionados. 
 
4.1 – Introdução 
 Dois modelos estão correlacionados quando os seus modos, compostos pelo 
par modo de vibração e frequência natural, também estão correlacionados. Dois 
modelos podem ter todos os modos de vibração correlacionados, mas se as respetivas 
frequências naturais não estão correlacionadas, então os modos também não estão 
correlacionados. Por isso se diz que os modelos possuem pares de modos não 
correlacionados. No sentido de otimizar o modelo de elementos finitos a melhorar, 
existem as técnicas de melhoramento de modelos de elementos finitos, também 
conhecidas por updating, e as técnicas de modificação estrutural, como já referido no 
Capítulo 2. 
 O problema de correlacionar modelos de elementos finitos a melhorar com 
modelos de referência, quando o primeiro é muito diferente a nível geométrico do 
segundo, motivou o desenvolvimento de um novo método capaz de lidar com casos de 
modos correlacionados e não correlacionados. Para além do mais, também é capaz de 
usar informação acerca do comportamento estático ou das caraterísticas geométricas 
dos modelos, como por exemplo o momento de inércia e o centro de massa, enquanto 
os métodos tradicionais de updating apenas se baseiam na informação modal. A seguir 
apresentam-se em linhas gerais o novo método desenvolvido. 
 É conhecido que as caraterísticas geométricas dos sólidos como o volume, o 
centro de massa e o momento de inércia de área, entre outras, estão relacionadas com a 
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forma geométrica dos sólidos. Por outro lado os modos de vibração também estão 
relacionados com a forma geométrica. Então uma relação entre as caraterísticas 
geométricas e os modos de vibração pode ser estabelecida. Se as caraterísticas 
geométricas entre o modelo de elementos finitos a melhorar e o modelo de referência 
estão correlacionadas, ou seja, se os dois modelos são geometricamente iguais, então 
os modos de vibração também podem ser correlacionados. Isto deve-se ao fato de que, 
ao contrário das frequências naturais, a forma dos modos de vibração não dependem 
das propriedades mecânicas do material, como massa específica, módulo de 
elasticidade ou coeficiente de Poisson, apesar de que a amplitude de movimento dos 
nós que compõem o modo também depende das propriedades do material. No entanto, 
a correlação entre dois modos de vibração é feita essencialmente com base na forma 
do modo. Ou seja, um modo pode, por exemplo, ter amplitudes nodais duas vezes 
maiores que as do outro modo com que está a ser comparado, mas se o sentido do 
movimento dos nós que os compõem for o mesmo, então esses dois modos podem ser 
correlacionáveis. De acordo com esse princípio, a nova metodologia permite que, na 
primeira etapa, a forma geométrica do modelo de elementos finitos seja modificada no 
sentido de ir ao encontro da forma geométrica do modelo de referência. Entretanto, e 
apesar de no fim desta etapa os modos de vibração estarem correlacionados, as 
frequências naturais muito provavelmente não estarão, o que implica que os pares de 
modos de vibração não estão ainda totalmente correlacionados. Contudo, nestas 
condições é possível, na segunda etapa do processo, efetuar com elevada 
probabilidade de sucesso o updating usando as caraterísticas modais dos modelos. 
 Este novo método também permite, por exemplo, na primeira etapa do 
processo, otimizar o comportamento estático de uma estrutura usando para isso 
informação acerca de deslocamentos e rotações. Para além disso, o comportamento 
dinâmico pode também ser otimizado na segunda etapa. Este método apresenta assim 
vários potenciais interesses devido ao facto de que o utilizador pode escolher as 
caraterísticas estruturais a otimizar que sejam mais vantajosas do ponto de vista do 
projeto. 
 Para avaliar a eficácia do novo método, três exemplos são estudados. Os dois 
primeiros exemplos são dois modelos de elementos finitos a melhorar, compostos por 
elementos de viga (modelo 1) e elementos de casca (modelo 2), ambos com forma 
quadrada. Os dois modelos de referência, também construídos com os mesmos tipos 
de elementos finitos dos modelos a melhorar, possuem, respetivamente, uma forma em 
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T e uma forma em hexágono, como descrito no sub-capítulo 4.4. Devido às diferenças 
indiscutíveis na forma geométrica entre os modelos de referência e os modelos a 
melhorar, os mesmos não são correlacionáveis, pelo que o updating com base na 
informação modal não pode ser efetuado. Então na primeira etapa do processo é feita 
uma aproximação suficiente ao modelo de referência, de tal forma que no início da 
segunda etapa os dois modelos são geometricamente tão próximos que não existem 
modos de vibração não correlacionados. Entretanto, as frequências naturais ainda não 
estão correlacionadas. Assim a segunda etapa é executada com todos os modos, e a 
informação modal pode ser usada com sucesso para a otimização das frequências 
naturais do modelo de elementos finitos. 
 O segundo exemplo, também apresentado no sub-capítulo 4.4, é um chassis de 
um carro de rally todo o terreno, modelado com elementos de viga. Com este modelo 
pretende-se minimizar a sua massa, minimizar os deslocamentos e rotações máximas, 
mantendo contudo o comportamento modal inalterado. Na primeira etapa, o processo 
faz uma modificação estrutural atuando em variáveis geométricas do chassis de modo 
a minimizar a sua massa, assim como os deslocamentos e rotações máximas. Contudo 
é natural, que devido a essas alterações, o comportamento dinâmico original da 
estrutura seja alterado. De modo a recuperar o comportamento dinâmico inicial do 
chassis, a segunda etapa é aplicada com base nas caraterísticas modais do mesmo. Um 
elevado número de variáveis (911 variáveis), é usado neste exemplo. Não se encontrou 
na literatura nenhum caso com um número de variáveis tão elevado. 
 Para avaliar a proximidade entre o modelo de elementos finitos a melhorar e o 
modelo de referência é usada a função multi-objetivo, apresentada no sub-capítulo 4.2. 
Para executar todo o processo de modificação estrutural e upating é aplicada a nova 
metodologia de melhoramento de modelos de elementos finitos sequencial de duas 
etapas, como explicado no sub-capítulo 4.3. O otimizador usa o solver de otimização 
global GlobalSearch e o algoritmo active-set do MatLab®, já apresentado no 
Capítulo 3. 
 
4.2 – Formulação da Função Multi-Objetivo 
 Neste sub-capítulo é descrito o formalismo desenvolvido para a função multi-
objetivo. A função multi-objetivo moF  é dada por 
( ) ( )vu dsmo ffF += , (4.1) 
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onde ( )usf  é uma função objetivo que depende dos parâmetros de um vetor u  e 
quantifica a diferença entre o modelo de elementos finitos a melhorar, também aqui 
denotado por modelo numérico, e o modelo de referência na primeira etapa do 
processo, e ( )vdf  é uma função objetivo que depende dos parâmetros de um vetor v  e 
quantifica a diferença entre o modelo numérico e o modelo de referência na segunda 
etapa do processo. 
 O vetor u  contém parâmetros que definem a geometria dos modelos, como por 
exemplo, as coordenadas que definem a posição dos nós que constituem o modelo, e o 
vetor v  contém parâmetros que definem as propriedades mecânicas do material, como 
por exemplo, o módulo de elasticidade, o coeficiente de Poisson e a massa específica. 
 Os dois conjuntos de parâmetros são sequencialmente otimizados no sentido de 
minimizar a função multi-objetivo moF . 
 A função objetivo ( )usf  é definida pela soma de funções 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )uuuuu fs fffff ++++= ...321 ,      (4.2) 
onde as funções ( )u1f , ( )u2f , ( )u3f ,…, ( )uff , representam a quantificação das 
diferenças entre as caraterísticas geométricas ou comportamento estático do modelo de 
elementos finitos a melhorar e do modelo de referência. Por exemplo, considerando 
uma caraterística geométrica ou comportamento estático, com valor de referência 
denotado por R , a função 1f  é dada por 
( ) 2
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,        (4.3) 
onde 
^
0N  é o valor inicial estimado para o modelo numérico, 0
^
u  é o vetor que contém 
os parâmetros iniciais, qN
^
 é o valor numérico estimado na iteração q  e q
^
u  é o vetor 
que contém os parâmetros atualizados na iteração q , com 0≥q . Os termos na Eq. 
(4.3) são elevados ao quadrado para acelerar a convergência da função objetivo e obter 
apenas diferenças positivas, e o denominador é usado para a normalização do 
resultado. O valor numérico estimado qN
^
 é função dos parâmetros do vetor q
^
u . A 
relação entre eles pode ser escrita como 
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





= pqqqqq uuuufN
^^^^^
,...,,, 321 .       (4.4) 
 Os parâmetros 
pqq uu
^^
,...,1   contidos no vetor q
^
u  estão sujeitos à restrição 
UBLB uuu iq ≤≤
^
, para pi ,...,1= ,       (4.5) 
onde a quantidade LBu  representa o limite inferior e a quantidade UBu  representa o 
limite superior. 
A função objetivo ( )vdf , já descrita no sub-capítulo 3.2 como Eq. (3.1), é definida 
pelas Eqs. (3.2) – (3.8). 
 
4.3 – Descrição do Processo Sequencial de Duas Etapas 
 O algoritmo que descreve o processo de modificação estrutural e updating 
desenvolvido é apresentado neste sub-capítulo. O novo processo é implementado no 
software MatLab®, usando algumas ferramentas da sua toolbox, e está preparado para 
interagir com o software de modelação e simulação em elementos finitos ANSYS®. É 
utilizado o solver GlobalSearch combinado com o algoritmo active-set com 
1000 pontos de partida aleatórios mais o ponto inicial definido pelo utilizador. 
 Como já dito, o processo está dividido em duas etapas. Na primeira etapa, o 
processo otimiza o modelo de elementos finitos a melhorar com base no uso e 
comparação de caraterísticas geométricas e comportamento estático dos modelos. 
Parte-se do princípio que os modelos a comparar não diferem no tipo de elementos 
finitos que usam. Quer isso dizer que, por exemplo, a um modelo a melhorar com 
elementos de casca, não vai ser pedido que passe a ter o comportamento de um modelo 
de referência modelado com elementos sólidos. O valor ótimo da função objetivo sf  é 
encontrado quando essas caraterísticas entre o modelo de elementos finitos a melhorar 
e o modelo de referência são similares ou iguais. Consequentemente os valores do 
vetor 
^
u  são também os valores ótimos estimados para os parâmetros nele contidos. A 
segunda etapa inicia com o modelo de elementos finitos a melhorar, usando os valores 
iniciais para os parâmetros contidos no vetor 0v . Nesta etapa, o processo usa a 
informação acerca da resposta ou caraterísticas modais do modelo numérico e do 
modelo de referência de modo a estimar o valor ótimo da função objetivo df . O valor 
ótimo da função objetivo é encontrado quando as caraterísticas modais entre os dois 
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modelos são similares ou iguais. Consequentemente os valores do vetor 
^
v  são também 
os valores ótimos estimados para os parâmetros nele contidos. O valor ótimo da 
função multi-objetivo moF  é a soma do valor ótimo das funções sf  e df . 
 
4.3.1 – Descrição do Algoritmo 
 Considere-se 





0
^
0
^
uN  o valor inicial estimado para o modelo numérico 
dependendo do vetor de parâmetros iniciais 0
^
u . O valor inicial estimado é comparado 
com o valor de referência R . A função objetivo inicial 0sf , definida em (4.2), é 
calculada dependendo da diferença entre o valor de referência e o valor numérico 
estimado, obtida pela Eq. (4.3). O sobrescrito em 0sf  denota a iteração. Se 00 →sf  ou 
se a condição 61 10−+ ≤− qs
q
s ff , com 0≥q , é satisfeita como critério de paragem, 
então a primeira etapa do processo é concluída, como já explicado no sub-capítulo 
3.3.1. Se nenhuma das condições acima é satisfeita, então 1+= qq  e novas 
estimativas 





++ 1
^
1
^
qqN u  são calculadas. Novamente, estes valores são comparados 
com os valores de referência usando a função objetivo 1+qsf  baseada na Eq. (4.2). Se 
para alguma iteração 1≥= hq , tal que 0→hsf , ou, se a condição 
61 10−+ ≤− qs
q
s ff  
é satisfeita, então a primeira etapa do proecesso é concluída e os valores ótimos de 






hhN
^^
u  são encontrados. 
 Na segunda etapa do processo, considere-se 





0
^
0
^
vϕ  e 





0
^
0
^
vλ , 
respetivamente como, os vetores próprios numéricos iniciais estimados e os valores 
próprios numéricos iniciais estimados, a partir dos quais podem ser calculados 






0
^^
0 viiMAC , 





0
^^
0 vijMAC  e 





0
^^
0 vjf , onde 





0
^^
0 viiMAC  são os elementos da 
diagonal da matriz MAC inicial estimada e 





0
^^
0 vijMAC  são os valores fora da 
diagonal da matriz MAC inicial estimada. A função objetivo initial 0df , definida em 
(3.1), dependendo das Eqs. (3.2) - (3.5), é usada para comparar os valores numéricos 
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iniciais estimados com os valores de referência/experimentais. Se +−→ 10df , onde 
( )∈+−=−
∈→
+ 1lim1
0
, ou, se a condição 61 10−+ ≤− qd
q
d ff  é satisfeita como critério de 
paragem, então a segunda etapa do processo é concluída. Se nenhuma das condições 
acima é satisfeita, então 1+= qq  e novas estimativas 





++ 1
^
1
^
qq vϕ  e 





++ 1
^
1
^
qq vλ   são 
calculadas. Novamente, estes valores são comparados com os valores de referência 
usando a função objetivo 1+qdf  baseada na Eq. (3.1). Se para alguma iteração 
1≥= hq , tal que +−→ 1hdf , ou, se a condição 
61 10−+ ≤− qd
q
d ff  é satisfeita, então 
o processo de melhoramento de modelos de elementos finitos é concluído e os valores 
ótimos de 





hh
^^
vϕ  e 





hh
^^
vλ  são encontrados. 
 
4.3.2 – Fluxograma do Processo Sequencial de Duas Etapas 
O fluxograma que descreve o algoritmo de interação entre o MatLab® e o 
ANSYS® é apresentado na Figura 4.1. 
A descrição detalhada desse fluxograma que descreve o processo de otimização 
é a seguinte: 
1. Etapa 1 
 1.1. Executa o ANSYS® com o modelo de elementos finitos inicial a 
otimizar, construído em APDL num ficheiro input.txt, com os parâmetros a 
otimizar contidos no vetor inicial 0u ;  
 1.2. O MatLab® lê o ficheiro de resultados output.txt obtido do 
ANSYS® e compara os valores estimados com os valores de referência/experimentais, 
de modo a preencher a função objetivo sf ; 
 1.3. Conclui o processo se um valor ótimo é atingido, ou seja, se as 
condições de paragem, descritas no sub-capítulo 4.3.1, são satisfeitas, e vai para a 
etapa 2, ou vai para o passo 1.4; 
 1.4. Obtém os novos parâmetros 1
^
+qu  definidos pelo otimizador, tendo em 
conta os constrangimentos definidos pela condição (4.5);  
 1.5. Modifica o modelo de elementos finitos no ficheiro input.txt com 
os novos parâmetros 1
^
+qu ; 
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 1.6. O ANSYS® inicia uma nova análise com o novo ficheiro input.txt, 
indo para o passo 1.1. 
 
 Nesta fase o modelo de elementos finitos a melhorar atinge uma condição de 
aproximação ao modelo de referência, de tal forma que os modos de vibração entre os 
dois modelos estão correlacionados. 
 
2. Etapa 2 
 2.1. Executa o ANSYS® com o modelo de elementos finitos inicial a 
otimizar, construído em APDL num novo ficheiro input.txt, já com a geometria 
modificada, com os parâmetros a otimizar contidos no vetor inicial 0v ;  
 2.2. O MatLab® lê o ficheiro de resultados output.txt obtido do 
ANSYS® e compara os valores estimados com os valores de referência/experimentais, 
de modo a construir a função objetivo df ; 
 2.3. Conclui o processo se um valor ótimo é atingido, ou seja, se as 
condições de paragem, descritas no sub-capítulo 3.3.1, são satisfeitas, ou vai para o 
passo 2.4; 
 2.4. Obtém os novos parâmetros 1
^
+qv  definidos pelo otimizador, tendo em 
conta os constrangimentos definidos pela condição (3.8);  
 2.5. Modifica o modelo de elementos finitos no ficheiro input.txt com 
os novos parâmetros 1
^
+qv ; 
 2.6. O ANSYS® inicia uma nova análise com o novo ficheiro input.txt, 
indo para o passo 2.1. 
 
 Como já referido, o otimizador usa o solver de otimização global 
GlobalSearch e o algoritmo active-set do MatLab®, já apresentado no 
Capítulo 3, para procurar o valor ótimo das funções objetivo sf  e df , e 
consequentemente da função multi-objetivo moF . 
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Figure 4.1 - Fluxograma de interação entre o MatLab® e o ANSYS® para o processo de otimização 
sequencial de duas etapas. 
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4.4 – Descrição dos Modelos 
 Nesta secção são apresentados os modelos usados para demonstrar a eficácia 
do método proposto. 
 
4.4.1 – Modelo 1 e 2 
 Com o modelo 1 e 2 pretende-se demonstrar casos em que existem modos não 
correlacionados entre o modelo de referência e o modelo de elementos finitos a 
melhorar. Os não estão correlacionados devido a diferenças geométricas entre eles, e 
esse facto promove modos de vibração não correlacionáveis. Por isso, os métodos 
tradicionais de updating não podem ser aplicados nestes casos. Para que o updating 
seja efetuado com sucesso, primeiro é necessário efetuar a modificação estrutural aos 
modelos de elementos finitos a melhorar, de modo a que sejam geometricamente 
correlacionáveis com os modelos de referência, e consequentemente os modos de 
vibração passem também a estar correlacionados. Então, e após a primeira fase, o 
processo de updating pode ser efetuado com sucesso usando todos os pares de modos. 
 O modelo de referência 1 é um modelo em elementos finitos em forma de T 
composto por elementos de viga (elemento BEAM3 disponível no ANSYS®), como 
apresentado na Figura 4.2a. O modelo de elementos finitos inicial a melhorar é 
também composto por elementos de viga (BEAM3) e tem a forma de um quadrado, 
como apresentado na Figura 4.2b. 
 O modelo de referência 2 é um modelo em elementos finitos em forma de 
hexágono composto por elementos de casca (elemento SHELL63 disponível no 
ANSYS®), com espessura de 5 mm, como apresentado na Figura 4.3a. O modelo de 
elementos finitos inicial a melhorar é também composto por elementos de casca 
(SHELL63) e tem a forma de um quadrado, como apresentado na Figura 4.3b. 
 De notar que modelos a melhorar são construídos com o mesmo tipo de 
elemento e o mesmo número de nós dos modelos de referência, para que a solução 
final seja atingível. 
 O modelo de referência 1 é construído usando oito nós, cujas coordenadas são 
apresentadas na Tabela 4.1, e sete elementos de viga. O modelo de referência 2 é 
construído usando 20 nós, cujas coordenadas são apresentadas na Tabela 4.2, e nove 
elementos de casca. 
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Figura 4.2 – a) Modelo de referência 1 e b) respetivo modelo de elementos finitos a melhorar. 
 
 
Figura 4.3 – a) Modelo de referência 2 e b) respetivo modelo de elementos finitos a melhorar. 
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Tabela 4.1 – Coordenadas dos nós do modelo de referência 1. 
Número do Nó Coordenadas 
“x” (mm) “y” (mm) 
1 300 1700 
2 300 500 
3 600 500 
4 600 1700 
5 100 1700 
6 800 1700 
7 100 2000 
8 800 2000 
 
Tabela 4.2 – Coordenadas dos nós do modelo de referência 2. 
Número do Nó Coordenadas 
“x” (mm) “y” (mm) 
1 200 500 
2 367 500 
3 533 500 
4 700 500 
5 100 750 
6 333 750 
7 567 750 
8 800 750 
9 0 1000 
10 300 1000 
11 600 1000 
12 900 1000 
13 100 1250 
14 333 1250 
15 567 1250 
16 800 1250 
17 200 1500 
18 367 1500 
19 533 1500 
20 700 1500 
 
 Os modelos de referência possuem ambos um módulo de elasticidade de 
200x109 Pa, coeficiente de Poisson igual a 0,28 e uma massa específica de 7800 
kg/m3. 
 Os modelos de referência são executados no software ANSYS®, e a partir do 
qual são extraídas as suas propriedades geométricas, assim como as oito (no caso do 
modelo 1) e seis (no caso do modelo 2) primeiras frequências naturais, assim como o 
respetivo vetor próprio associado a cada frequência natural. Os pontos medidos 
correspondem aos vértices dos modelos. Os dados obtidos são considerados como 
referência. 
 
 O modelo 1 a otimizar é construído usando oito nós, cujas coordenadas são 
apresentadas na Tabela 4.3, e sete elementos de viga. Dez das 16 componentes que 
Melhoramento de Modelos Dinâmicos de Elementos Finitos Identificados Experimentalmente 
114 
definem as coordenadas dos oito nós, e que dependem de seis variáveis A, B, C, D, G e 
F, são assumidas como não sendo conhecidas. 
 O modelo 2 a otimizar é construído usando 20 nós, cujas coordenadas são 
apresentadas na Tabela 4.4, e 9 elementos de casca. Vinte das 40 componentes que 
definem as coordenadas dos 20 nós, e que dependem de 7 variáveis A, B, C, D, G, F, 
G, H, I, J, K e L são assumidas como não sendo conhecidas. Para além de ser 
otimizado nas coordenadas, o modelo 2 é também otimizado na espessura t . 
Tabela 4.3 – Coordenadas dos nós do modelo 1 inicial a otimizar. 
Número do Nó Coordenadas 
“x” (mm) “y” (mm) 
1 A B 
2 300 C 
3 600 C 
4 D B 
5 100 F 
6 800 F 
7 100 G 
8 800 G 
 
Tabela 4.4 – Coordenadas dos nós do modelo 2 inicial a otimizar. 
Número do Nó Coordenadas 
“x” (mm) “y” (mm) 
1 A B 
2 333 1000 
3 567 1000 
4 C B 
5 D F 
6 333 1200 
7 567 1200 
8 G F 
9 H I 
10 333 1500 
11 567 1500 
12 J I 
13 D K 
14 333 1700 
15 567 1700 
16 G K 
17 A L 
18 333 1800 
19 567 1800 
20 C L 
 
 Os modelos iniciais a otimizar são construído com o propósito de possuir 
coordenadas diferentes do modelo de referência, pelo que consequentemente os 
modelos diferem nas sua forma geométrica e caraterísticas geométricas. A nível de 
propriedades mecânicas, a ambos os modelos a melhorar atribuiu-se um módulo de 
elasticidade E de 100x109 Pa, coeficiente de Poisson υ  igual a 0,25 e uma massa 
específica ρ  de 5000 kg/m3. Parte-se do princípio que nestes casos, os valores iniciais 
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são escolhidos arbitrariamente. As Tabelas 4.5 e 4.6 mostram essas variáveis com os 
valores iniciais atribuídos, respetivamente, ao modelo 1 e 2 a melhorar, e respetivos 
limites inferiores e superiores das variáveis. 
Tabela 4.5 – Vetores que contêm os parâmetros a otimizar no modelo 1. 
Vetor Variável Unidades Valor Inicial Limite Inferior Limite Superior 
u 
A 
[mm] 
100 100 300 
B 1000 1000 1700 
C 1000 500 1000 
D 800 600 800 
F 1500 1500 1700 
G 1800 1800 2000 
v 
E
 
[Pa] 100x109 100x109 200x109 
ρ  [kg/m3] 5000 5000 8000 
υ  - 0,25 0,25 0,28 
 
Tabela 4.6 – Vetores que contêm os parâmetros a otimizar no modelo 2. 
Vetor Variável Unidades Valor Inicial Limite Inferior Limite Superior 
u 
A 
[mm] 
100 100 200 
B 1000 500 1000 
C 800 700 800 
D 100 100 200 
F 1200 750 1200 
G 800 700 800 
H 100 0 100 
I 1500 1000 1500 
J 800 800 900 
K 1700 1250 1700 
L 1800 1500 1800 
t  2,5 2,5 5 
v 
E
 
[Pa] 100x109 100x109 200x109 
ρ  [kg/m3] 5000 5000 8000 
υ  - 0,25 0,25 0,28 
 
 No sentido de otimizar os modelos de elementos finitos a melhorar de modo a 
que eles tenham o mesmo comportamento dos respetivos modelos de referência, a 
nova metodologia é aplicada. Na primeira etapa, é feita a modificação estrutural no 
sentido de encontrar os valores ótimos para as variáveis contidas no vetor u , 
relacionadas com as coordenadas dos modelos e que têm influência nas caraterísticas 
geométricas, tais como volume, centro de massa, momento de inércia e produto de 
inércia. 
 A função objetivo ( )usf  é usada para comparar os valores numéricos 
estimados com os valores de referência, baseados nas referidas caraterísticas 
geométricas. A função objetivo ( )usf , já descrita no sub-capítulo 4.2, é agora definida 
por 
( ) ( ) ( ) ( )uuuu ICVs ffff ++= ,       (4.6) 
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onde, Vf  é uma função que quantifica a diferença entre o volume do modelo de 
referência e o volume do modelo a otimizar, respetivamente denotado como V  e qV
^
, 
Cf  é uma função que quantifica a diferença entre o centro de massa do modelo de 
referência e o centro de massa do modelo a otimizar, respetivamente denotado como 
C  e qC
^
, e If  é uma função que quantifica a diferença entre os momentos e produtos 
de inércia de referência e os momentos e produtos de inércia do modelo a otimizar em 
relação à origem, respetivamente denotado como I  e qI
^
. 
A função VOLf  é dada por 
( ) 2
0
^^
0
2
^^












−












−
=
u
u
u
VV
VV
f
qq
V .        (4.7) 
A função Cf  é dada por 
( )
∑
∑
=
=
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onde DN  é o número de dimensões do modelo. Podem ser usadas três dimensões, “x”, 
“y” e “z”. Para: 1=k  corresponde à dimensão na direção “x”; 2=k  corresponde à 
dimensão na direção “y”; 3=k  corresponde à dimensão na direção “z”. 
A função If  é dada por 
( )
∑
∑
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=
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onde RN  é o número de eixos. Podem ser usados três eixos, “x”, “y” e “z”. Para: 
1=m  corresponde ao eixo na direção “x”; 2=m  corresponde ao eixo na direção “y” 
e 3=m  corresponde ao eixo na direção “z”. PN  é o número de planos de rotação. 
Podem ser usados três planos de rotação, 1=n  corresponde ao plano de rotação “xy”; 
2=n  corresponde ao plano de rotação “xz” e 3=n  corresponde ao plano de rotação 
“yz”. 
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 As caraterísticas geométricas numéricas estimadas qV
^
, qC
^
, e qI
^
 são função 
das variáveis ou parâmetros contidos no vetor u, como apresentado na Tabela 4.3. 
Então, a Eq. (4.4) pode ser re-escrita de modo a descrever a relação entre eles como 






=





qqqqqqqqq GFDCBAfICV
^^^^^^^^^
,,,,,,, , (4.10) 
onde qq GA
^^
,...,  denotam os valores dos parâmetros estimados a cada iteração q . 
 Nesta fase o modelo de elemenos finitos melhorado já se apróxima do modelo 
de referência a nível geométrico, pelo que os modos de vibração entre os dois modelos 
já podem ser correlacionados. 
 Depois de finalizada a primieira etapa, é iniciada a segunda etapa do processo, 
usando informação acerca das caraterísticas modais dos modelos, no sentido de 
estimar os valores ótimos para as variáveis contidas no vetor v . Como se pode 
observer pela consulta das Tabelas 4.5 e 4.6, o vetor v  contém os parâmetros 
relacionados com as propriedades mecânicas do material do modelo, como o módulo 
de elasticidade, o coefiente de Poisson e a massa específica. A relação entre as 
caraterísticas modais do modelo e essas propriedades pode ser obtida reescrevendo as 
Eqs. (3.6) e (3.7), respetivamente como 






= qqqj Efq
^^^^
,, ρυφ  (4.11) 
e 






= qqqj Efq
^^^^
,, ρυλ , (4.12) 
onde qE
^
 denota o módulo de elasticidade numérico estimado,  q
^
υ  é o coeficiente de 
Poisson numérico estimado e  q
^
ρ  é a massa específica numérica estimada a cada 
iteração q . 
 A comparação entre as caraterísticas modais do modelo a otimizar e do modelo 
de referência é efetuada usando a função objetivo ( )vdf  (Eq. 3.1). 
 
4.4.2 – Modelo 3 
 O terceiro modelo de elementos finitos a melhorar é o chassis de um carro de 
rally todo o terreno, modelado com elementos de viga, como apresentado na Figura 
4.4. 
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Figura 4.4 – Modelo baseado no chassis tubular de um carro de rally todo o terreno a otimizar. 
 
 O chassis é modelado com 342 elementos de viga (elemento BEAM188 
disponível no ANSYS®), e 241 nós. O elemento BEAM188 possui seis GDL’s em 
cada nó: translação nas direções “x”, “y” e “z”, e rotação nos planos “xy”, “yz” e “xz”. 
Cada elemento tem também associada uma secção circular oca. 
 As propriedades mecânicas do material do chassis são estimadas por via 
experimental, sendo obtido por via de ensaios de tração um módulo de elasticidade E  
de 202x109 Pa e um coeficiente de Poisson υ  com valor igual a 0,30. A massa 
específica é determinada em função da massa e do volume de um fragmento tubular do 
mesmo material do chassis com valor de 7898 kg/m3. Por simplicidade, e com boa 
aproximação, considera-se que o material possui um comportamento isotrópico. 
 
 Dos 241 nós que compõem o modelo em elementos finitos do chassis, 66 nós 
localizados na parte da frente e 104 nós na parte de trás do chassis, são usados na 
primeira etapa do processo de otimização para modificação estrutural. Os nós 
envolvidos na modificação estrutural são selecionados tendo em conta as restrições 
impostas pelo projeto. Por exemplo, os nós não selecionados são aqueles que estão 
relacionados com as barras de segurança do cockpit do veículo, e que por imposição 
das regras da Federação Internacional do Automóvel, não podem ser alteradas. Cada 
nó é definido por coordenadas tri-dimensionais (“x”, “y” e “z”), pelo que, no total são 
usadas 510 variáveis relacionadas com os nós, ou seja 170 nós multiplicados por três 
dimensões. 
 Por outro lado, alguns elementos de viga são sujeitos a alteração nas 
propriedades que definem a sua secção, tal como raio externo e a espessura da parede. 
O chassis é composto por cinco tipos diferentes de secções como apresentado na 
Tabela 4.7. As secções envolvidas na modificação estrutural, são também selecionadas 
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tendo em conta as restrições impostas pelo projeto. Aquelas que estão relacionadas 
com as barras de segurança do cockpit do veículo, não podem ser alteradas por 
imposição das regras da Federação Internacional do Automóvel. 
Tabela 4.7 – Resumo das secções usadas no chassis e na modificação estrutural. 
Tipo Quantidade 
Quantidade 
Sujeita a 
Modificação 
Raio Externo 
[mm] 
Espessura 
[mm] 
Quantidade de 
Variáveis 
1 84 16 25 2 32 
2 214 152 20 2 304 
3 24 18 20 1,5 36 
4 14 9 17,5 2 18 
5 6 5 17,5 1,5 10 
 
 São assim usadas 400 variáveis relacionadas com as secções, o que no total 
perfaz uma quantidade de 910 variáveis (400+510) para a modificação estrutural na 
primeira etapa do processo. 
 Na primeira etapa, a modificação estrutural é executada no sentido de estimar 
os valores ótimos das 910 variáveis contidas no vetor u, que consequentemente 
corresponde a minimizar a massa, a minimizar o deslocamento nas direções vertical 
“y” e lateral “z”, e minimizar a rotação máxima no plano “yz” do chassis, apresentado 
na Figura 4.4. 
 A função objetivo ( )usf  é usada para comparar os valores numéricos 
estimados com os valores de referência, e é agora definida por 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )uuuuuu γffffff DZDZDYMs ++++= −+ ,  (4.13) 
onde Mf  é  uma função que quantifica a diferença entre a massa de referência e a 
massa numérica estimada, respetivamente denotada por M  e qM
^
, DYf  é  uma função 
que quantifica a diferença entre o deslocamento máximo de referência na direção “y” e 
o deslocamento máximo numérico estimado na direção “y”, respetivamente denotado 
por DY  e qDY
^
, +DZf  é  uma função que quantifica a diferença entre o deslocamento 
máximo de referência no sentido positivo da direção “z” e o deslocamento máximo 
numérico estimado no sentido positivo da direção “z”, respetivamente denotado +DZ  
e qDZ
^
+ , 
−DZf  é  uma função que quantifica a diferença entre o deslocamento máximo 
de referência no sentido negativo da direção “z” e o deslocamento máximo numérico 
estimado no sentido nagativo da direção “z”, respetivamente denotado −DZ  e 
qDZ
^
− , e γf  é  uma função que quantifica a diferença entre a rotação máxima de 
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referência no plano “yz” e a rotação máxima numérica estimada no plano “yz”, 
respetivamente denotada por γD  e qD
^
γ . 
As funções Mf , DYf , +DZf , −DZf  e γf  são respetivamente definidas como se 
segue 
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Os valores numéricos estimados para qM
^
, qDY
^
, qDZ +
^
, qDZ
^
−  e qD
^
γ , são 
função das 910 variáveis contidas no vetor u. Então a Eq. (4.4) pode ser reescrita de 
modo a descrever a relação entre eles como 
 






=





−+ qqqqqqq A910A1fDDZDZDYM
^^^^^^^
,...,,,,, γ , (4.19) 
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onde qq A910A1
^^
,...,  denotam os valores das 910 variáveis estimados a cada iteração 
q . 
 Nesta fase, o modelo foi alterado geométricamente no sentido de otimizar a sua 
massa, o deslocamento nas direções vertical “y” e lateral “z”, e a rotação máxima no 
plano “yz” do chassis, por intermédio de aumento da sua rigidez e diminuição do seu 
peso. 
 Depois de finalizada a primeira etapa, é iniciada a segunda etapa do processo, 
usando informação acerca das caraterísticas modais dos modelos, no sentido de 
estimar os valores ótimos para as variáveis contidas no vetor v , correspondente ao 
módulo de elasticidade E . A relação entre as caraterísticas modais do modelo e o 
módulo de elasticidade pode ser obtida reescrevendo as Eqs. (3.6) e (3.7), 
respetivamente como 






= qj Efq
^^
φ  (4.20) 
e 






= qj Efq
^^
λ . (4.21) 
onde qE
^
 denota o módulo de elasticidade numérico estimado. 
 A escolha desse parâmetro como única variável de otimização na segunda 
etapa está relacionada com o fato de ser uma propriedade mecânica bastante influente 
no comportamento modal das estruturas, e por ser uma propriedade que pode possuir 
uma gama de valores bastante larga dentro do mesmo tipo de aço. Por exemplo, para 
um aço normal podem ser encontrados valores convencionais entre 200 e 220 GPa. A 
massa específica contribui também influentemente para esse comportamento, pois está 
diretamente relacionada com a massa da estrutura. No entanto a intenção é manter o 
aço como o material de que é feito o chassis, pelo que não existe interesse em obter 
valores de massa específica que não correspondam ao aço. 
 A comparação entre as caraterísticas modais numéricas estimadas e as 
caraterísticas de referência é efetuada usando a função objetivo ( )vdf  (Eq. 3.1). 
 Todas as variáveis a otimizar em ambas as etapas, estão sujeitas a limites 
inferiores e superiores, como apresentado na Tabela 4.8. As variáveis relacionadas 
com os nós (510 variáveis) podem variar entre -200 mm e +200 mm a partir do valor 
inicial igual a ng , com 510,...,1=n . O raio externo pode variar entre 6 e 25 mm para 
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as variáveis A511 a A710, e a espessura da parede pode variar entre 1,5 e 2,5 mm para 
as variáveis A711 a A910 (ver Tabela 4.8). As colunas 2 e 5 da Tabela 4.8, estão 
respetivamente relacionadas com o tipo de secção e os valores atribuídos às 
propriedades apresentadas na Tabela 4.7. 
Tabela 4.8 – Vetores que contêm os parâmetros a otimizar no modelo 3. 
Vetor Propriedade Tipo de Secção Variável Unidades 
Valor 
Inicial 
Limite 
Inferior 
Limite 
Superior 
u 
- - 
A1 
[mm] 
1g  200−1g  200+1g  
… … … … 
A510 510g  200510 −g  200510 +g  
Raio 
Externo 
1 A511 
[mm] 
25 6 25 
 ...    
2 A527 20 6 25 
 …    
3 A679 20 6 25 
 …    
4 A697 17,5 6 25 
 …    
5 A706 17,5 6 25 
 …    
 A710    
Espessura 
1 A711 
[mm] 
2 1,5 2,5 
 …    
2 A727 2 1,5 2,5 
 …    
3 A879 1,5 1,5 2,5 
 …    
4 A897 2 1,5 2,5 
 …    
5 A906 1,5 1,5 2,5 
 …    
 A910    
v 
Módulo de 
Elasticidade - E [10
9
 Pa] 202 200 220 
 
 Os valores de referência são impostos para ser zero (o mínimo possível) e os 
valores numéricos da massa, dos deslocamentos máximos nas direções “y” e “z”, e a 
rotação máxima no plano “yz”, são calculados pelo software de elementos finitos 
ANSYS®. 
 
4.5 – Resultados Obtidos 
 Neste sub-capítulo são apresentados os resultados após aplicação do processo 
sequêncial de duas etapas aos exemplos descritos anteriormente. Primeiro são 
apresentados os resultados obtidos na primeira etapa do processo e então depois são 
apresentados os resultados da segunda etapa. 
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4.5.1 – Resultados Obtidos para o Modelo 1 
 Neste sub-capítulo são apresentados os resultados obtidos na otimização do 
modelo 1. 
 
4.5.1.1 – Resultados da Primeira Etapa para o Modelo 1 
 Na primeira etapa o modelo de elementos finitos inicial com forma quadrada é 
submetido a modificação estrutural usando a informação das caraterísticas 
geométricas. As variáveis A, B, C, D, G e F partem dos valores iniciais, apresentados 
na Tabela 4.5, e são otimizados até atingirem os valores de referência apresentados na 
Tabela 4.1. 
 A Tabela 4.9 contém as oito primeiras frequências naturais de referência 
(coluna 2), bem como as oito primeiras frequências do modelo numérico inicial 
(coluna 3). Para comparação é apresentada a diferença entre as frequências de 
referência e as frequências numéricas, antes e depois da aplicação da primeira etapa. 
Também os valores iniciais e finais (depois da primeira etapa) do MAC para cada 
modo são apresentados. 
Tabela 4.9 – Evolução das caraterísticas modais durante a otimização do modelo 1 na primeira etapa. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
Antes da 
1ª Etapa 
[%] 
MAC 
Inicial 
Frequência 
Depois da 
1ª Etapa 
 [Hz] 
Diferença 
Depois da 
1ª Etapa 
[%] 
MAC 
Depois da 
1ª Etapa 
1 271,32 357,55 31,78 0 239,63 11,68 1 
2 297,72 590,33 98,28 0 262,94 11,68 1 
3 353,27 1110,86 214,45 0 312,00 11,68 1 
4 709,27 1194,67 68,44 0 626,41 11,68 1 
5 1006,05 1488,35 47,94 0 888,52 11,68 1 
6 1214,58 2025,64 66,78 0 1072,68 11,68 1 
7 1892,25 2131,11 12,62 0 1671,19 11,68 1 
8 2020,99 2638,26 30,54 0 1784,89 11,68 1 
 
 Observando a Tabela 4.9, torna-se evidente que o modelo numérico inicial não 
está correlacionado com o modelo de referência. Os valores iniciais do MAC indicam 
uma má correlação (todos os valores do MAC são iguais a zero, como mostrado na 
coluna 5) e nestas condições nenhum modo poderia ser usado no processo tradicional 
de updating, usando as caraterísticas modais. As diferenças entre as caraterísticas 
geométricas dos dois modelos são evidentes, como se pode observar nas colunas 3, 4 e 
5 da Tabela 4.10. 
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Tabela 4.10 – Evolução das caraterísticas geométricas durante a otimização do modelo 1 na primeira 
etapa. 
Notação da 
Caraterística 
Geométrica 
Unidades Valor de 
Referência 
Valor 
Numérico 
Inicial 
Diferença 
Antes da 1ª 
Etapa [%] 
Valor 
Depois da 
1ª Etapa 
Diferença 
Depois da 
1ª Etapa 
[%] 
V [m3] 0,14 0,09 35,71 0,14 0 
xC  
[m] 
0,45 0,45 0 0,45 0 
yC  1,36 1,40 2,94 1,36 0 
zC  0 0 0 0 0 
xI  
[m4] 
9,28 6,19 33,29 9,28 0 
yI  1,08 0,86 20,37 1,08 0 
zI  10,36 7,05 31,95 10,36 0 
xyI  -2,69 -1,89 29,74 -2,69 0 
xzI  0 0 0 0 0 
yzI  0 0 0 0 0 
 
 A notação xC , yC  and zC , representa o centro de massa nas direções “x”, “y” 
e “z”, respetivamente. A notação xI , yI  and zI , representa o momento de inércia nas 
direções “x”, “y” e “z”, respetivamente. A notação xyI , xzI  e yzI , representa o 
produto de inércia nos planos de rotação “xy”, “xz” e “yz”, respetivamente. 
 
Depois de aplicada a nova metodologia desenvolvida, e observando a coluna 8 
da Tabela 4.9, é evidente que não existem modos de vibração não correlacionados (os 
valores finais do MAC são igual a 1). Isso quer dizer que os modelos são 
geométricamente semelhantes, ou seja ambos possuem uma forma em T. Assim, e 
consultando a Tabela 4.10, e comparando os valores da coluna 3 com os da coluna 6 
dessa tabela, é possível observar que ao fim da primeira etapa as caraterísticas 
geométricas são também iguais em ambos os modelos. 
 Os valores das variáveis contidas no vetor u  são corretamente estimados, 
como apresentado na Tabela 4.11, o que significa que a função objetivo ( )usf , 
definida por (4.6) é minimizada para zero, cumprindo 2255 avaliações da função 
objetivo em 0,63 horas. De salientar que com apenas um ponto de partida (o ponto 
inicial definido pelo utilizador), o valor mínimo da função objetivo foi de 0,33 ao fim 
de 216 avaliações da função objetivo, apenas atingindo o valor zero, após aplicação 
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dos 1000 pontos de partida aleatórios. Apercebe-se também por aqui, a mais-valia das 
metodologias de procura global face às de procura local. 
Tabela 4.11 – Valores do vetor u otimizados para o modelo 1 após a primeira etapa. 
Vetor Variável Unidades Valor Otimizado Valor de Referência 
u 
A 
[mm] 
300 300 
B 1700 1700 
C 500 500 
D 600 600 
F 1700 1700 
G 2000 2000 
 
 A diferença entre os valores das frequências naturais de referência e numéricas 
é reduzida após a primeira etapa do processo de otimização (ver coluna 7 da Tabela 
4.9). No entanto, não pode ser considerado que os dois modelos tenham o par de 
modos completamente correlacionados, porque as frequências naturais não estão 
correlacionadas. No sentido de obter a correlação entre as frequências naturais do 
modelo de referência e do modelo sujeito a otimização, a segunda etapa do processo é 
aplicada. 
 
4.5.1.2 – Resultados da Segunda Etapa para o Modelo 1 
 Na segunda etapa do processo, o modelo numérico 1 é otimizado com base nas 
suas propriedades mecânicas e usando a informação das caraterísticas modais. As 
variáveis módulo de elasticidade E, coeficiente de Poisson υ  e massa específica ρ  
partem dos valores iniciais apresentados na Tabela 4.5, e são alterados até que o 
modelo numérico tenha comportamento dinâmico igual ao modelo de referência. 
 Na Tabela 4.12 é apresentada a evolução das caraterísticas modais durante a 
segunda etapa.  
Tabela 4.12 – Evolução das caraterísticas modais durante a otimização do modelo 1 na segunda etapa. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Depois da 
1ª Etapa 
[Hz] 
Diferença 
Depois da 
1ª Etapa 
[%] 
MAC 
Depois 
da 1ª 
Etapa 
Frequência 
Depois da 
2ª Etapa 
[Hz] 
Diferença 
Depois da 
2ª Etapa 
[%] 
MAC 
Depois 
da 2ª 
Etapa 
1 271,32 239,63 11,68 1 271,32 0 1 
2 297,72 262,94 11,68 1 297,72 0 1 
3 353,27 312,00 11,68 1 353,27 0 1 
4 709,27 626,41 11,68 1 709,27 0 1 
5 1006,05 888,52 11,68 1 1006,05 0 1 
6 1214,58 1072,68 11,68 1 1214,58 0 1 
7 1892,25 1671,19 11,68 1 1892,25 0 1 
8 2020,99 1784,89 11,68 1 2020,99 0 1 
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 Como se pode observar na coluna 7 da Tabela, depois de aplicada a segunda 
etapa, a diferença entre as frequências naturais dos dois modelos é 0%, o que significa 
que ambos os modelos possuem as mesmas caraterísticas modais e estão totalmente 
correlacionados. 
 Os valores otimizados para o vetor v são corretamente estimados, como 
apresentado na Tabela 4.13. Isto significa que a função objetivo ( )vdf  é minimizada, 
neste caso para o valor -0,88, cumprindo 2181 avaliações da função objetivo em 0,61 
horas. 
 Tabela 4.13 – Valores do vetor v otimizados para o modelo 1 após a segunda etapa. 
Vetor Variável Unidades Valor Otimizado Valor de Referência 
v 
E
 
[Pa] 200x109 200x109 
ρ  [kg/m3] 7800 7800 
υ  - 0,28 0,28 
 
 De referir que o valor mínimo possível de atingir pela função obejtivo ( )vdf  é 
-1. Ou seja, a função Cf ϕ  é minimizada quando atingir o valor 1 e as funções Uf ϕ  e 
λf , são minimizadas quando atingirem o valor zero. Como o termo em ( )vdf , 
correspondente a Cf ϕ , possui sinal negativo, o valor mínimo de ( )vdf  é -1. Neste caso 
esse valor não foi atingido porque a função Uf ϕ  não foi minimizada para zero, 
ficando-se pelo valor 0,22, o que somando com -1, resulta o valor de -0,88. 
 
4.5.2 – Resultados Obtidos para o Modelo 2 
 Neste sub-capítulo são apresentados os resultados obtidos na otimização do 
modelo 2. 
 
4.5.2.1 – Resultados da Primeira Etapa para o Modelo 2 
 Na primeira etapa o modelo de elementos finitos inicial com forma quadrada é 
submetido a modificação estrutural usando a informação das caraterísticas 
geométricas. As variáveis A, B, C, D, F, G, H, I, J, K, L e t  partem dos valores 
iniciais, apresentados na Tabela 4.6, e são otimizados até atingirem os valores de 
referência apresentados na Tabela 4.2. 
 A Tabela 4.14 contém as seis primeiras frequências naturais de referência 
(coluna 2), bem como as seis primeiras frequências do modelo numérico inicial 
(coluna 3). Para comparação é apresentada a diferença entre as frequências de 
referência e as frequências numéricas, antes e depois da aplicação da primeira etapa. 
Também os valores iniciais e finais (depois da primeira etapa) do MAC para cada 
modo são apresentados. 
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Tabela 4.14 – Evolução das caraterísticas modais durante a otimização do modelo 2 na primeira etapa. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
Antes da 
1ª Etapa 
[%] 
MAC 
Inicial 
Frequência 
Depois da 
1ª Etapa 
[Hz] 
Diferença 
Depois da 
1ª Etapa 
[%] 
MAC 
Depois da 
1ª Etapa 
1 26,98 13,26 50,85 0 23,93 11,30 1 
2 28,35 17,82 37,14 0 25,25 10,93 1 
3 51,49 24,53 52,36 0 44,91 12,78 1 
4 61,99 32,86 46,99 0 54,98 11,31 1 
5 70,73 36,59 48,27 0 62,49 11,65 1 
6 96,2 51,07 46,91 0 84,24 12,43 1 
 
Observando a Tabela 4.14, torna-se evidente que o modelo numérico inicial 
não está correlacionado com o modelo de referência. Os valores iniciais do MAC 
indicam uma má correlação (todos os valores do MAC são iguais a zero, como 
mostrado na coluna 5) e nestas condições nenhum modo poderia ser usado no processo 
tradicional de updating, usando as caraterísticas modais. As diferenças entre as 
caraterísticas geométricas dos dois modelos são evidentes, como se pode observar nas 
colunas 3, 4 e 5 da Tabela 4.15. 
Tabela 4.15 – Evolução das caraterísticas geométricas durante a otimização do modelo 2 na primeira 
etapa. 
Notação da 
Caraterística 
Geométrica 
Unidades Valor de 
Referência 
Valor 
Numérico 
Inicial 
Diferença 
Antes da 1ª 
Etapa [%] 
Valor 
Depois da 
1ª Etapa 
Diferença 
Depois da 
1ª Etapa 
[%] 
V [m3] 0,0035 0,0014 60,00 0,0035 0 
xC  
[m] 
0,45 0,45 0,00 0,45 0 
yC  1,00 1,40 40,00 1,00 0 
zC  0 0 0 0 0 
xI  
[m4] 
0,75 1,13 50,67 0,75 0 
yI  0,17 0,14 17,65 0,17 0 
zI  0,92 1,26 36,96 0,92 0 
xyI  -0,32 -0,35 9,37 -0,32 0 
xzI  0 0 0 0 0 
yzI  0 0 0 0 0 
 
Depois de aplicada a nova metodologia desenvolvida, e observando a coluna 8 
da Tabela 4.14, é evidente que não existem modos de vibração não correlacionados (os 
valores finais do MAC são igual a 1). Isso quer dizer que os modelos são 
geométricamente semelhantes, ou seja, ambos possuem uma forma em hexágono. 
Assim, e consultando a Tabela 4.15, e comparando os valores da coluna 3 com os da 
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coluna 6 dessa tabela, é possível observar que ao fim da primeira etapa as 
caraterísticas geométricas são também iguais em ambos os modelos. 
 Os valores das variáveis contidas no vetor u  são corretamente estimados, 
como apresentado na Tabela 4.16, o que significa que a função objetivo ( )usf , 
definida por (4.6) é minimizada para zero, cumprindo 2548 avaliações da função 
objetivo em 1,06 horas. De salientar que com apenas um ponto de partida (o ponto 
inicial definido pelo utilizador), o valor mínimo da função objetivo foi de 0,02 ao fim 
de 245 avaliações da função objetivo, apenas atingindo o valor zero, após aplicação 
dos 1000 pontos de partida aleatórios. Mais uma vez fica evidente a mais-valia das 
metodologias de procura global face às de procura local. 
Tabela 4.16 – Valores do vetor u otimizados para o modelo 2 após a primeira etapa. 
Vetor Variável Unidades Valor Otimizado Valor de Referência 
u 
A 
[mm] 
200 200 
B 500 500 
C 700 700 
D 100 100 
F 750 750 
G 800 800 
H 0 0 
I 1000 1000 
J 900 900 
K 1250 1250 
L 1500 1500 
t  5 5 
 
4.5.2.2 – Resultados da Segunda Etapa para o Modelo 2 
 Na segunda etapa do processo, o modelo numérico é otimizado com base nas 
suas propriedades mecânicas e usando a informação das caraterísticas modais. As 
variáveis módulo de elasticidade E, coeficiente de Poisson υ  e massa específica ρ  
partem dos valores iniciais apresentados na Tabela 4.6, e são alterados até que o 
modelo numérico tenha comportamento dinâmico igual ao modelo de referência. 
 Na Tabela 4.17 é apresentada a evolução das caraterísticas modais durante a 
segunda etapa. Como se pode observar na coluna 7 dessa tabela, depois de aplicada a 
segunda etapa, a diferença entre as frequências naturais dos dois modelos é 0%, o que 
significa que ambos os modelos possuem as mesmas caraterísticas modais e estão 
totalmente correlacionados. 
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Tabela 4.17 – Evolução das caraterísticas modais durante a otimização do modelo 2 na segunda etapa. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Depois da 
1ª Etapa 
[Hz] 
Diferença 
Depois da 
1ª Etapa 
[%] 
MAC 
Depois 
da 1ª 
Etapa 
Frequência 
Depois da 
2ª Etapa 
[Hz] 
Diferença 
Depois da 
2ª Etapa 
[%] 
MAC 
Depois 
da 2ª 
Etapa 
1 26,98 23,93 11,30 1 26,98 0 1 
2 28,35 25,25 10,93 1 28,35 0 1 
3 51,49 44,91 12,78 1 51,49 0 1 
4 61,99 54,98 11,31 1 61,99 0 1 
5 70,73 62,49 11,65 1 70,73 0 1 
6 96,2 84,24 12,43 1 96,2 0 1 
 
 Os valores otimizados para o vetor v são corretamente estimados, como 
apresentado na Tabela 4.18. Isto significa que a função objetivo ( )vdf  é minimizada, 
neste caso para o valor -0,83, cumprindo 2056 avaliações da função objetivo em 0,86 
horas. 
Tabela 4.18 – Valores do vetor v otimizados para o modelo 2 após a segunda etapa. 
Vetor Variável Unidades Valor Otimizado Valor de Referência 
v 
E
 
[Pa] 200x109 200x109 
ρ  [kg/m3] 7800 7800 
υ  - 0,28 0,28 
  
 De referir, que mais uma vez o valor mínimo a atingir por ( )vdf , -1, não é 
atingido, porque a função Uf ϕ  não é minimizada para zero, ficando-se pelo valor 0,17, 
o que somando com -1, resulta o valor de -0,83. 
 
4.5.3 – Resultados Obtidos para o Modelo 3 
 Neste sub-capítulo são apresentados os resultados obtidos na otimização do 
modelo 3. 
 
4.5.3.1 – Resultados da Primeira Etapa para o Modelo 3 
 Na primeira etapa do processo, o modelo numérico é submetido a modificação 
estrutural usando a informação do valor da massa do chassis, do valor dos 
deslocamentos máximos nas direções “y” e “z” e o valor da rotação máxima no plano 
“yz”. As variáveis A1 a A910 partem dos valores iniciais apresentados na Tabela 4.8, e 
são otimizadas até que a função objetivo ( )usf , definida por (4.13), seja minimizada. 
É atribuído o valor de zero à referência dessas caraterísticas, pois caso o modelo de 
elementos finitos o conseguisse atingir corresponderia ao ótimo da função objetivo, ou 
seja, ( )usf  = 0. 
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 A Tabela 4.19 mostra a evolução durante a otimização do chassis na primeira 
etapa. 
Tabela 4.19 – Evolução durante a otimização do modelo 3 na primeira etapa. 
Notação da 
Caraterística Unidades 
Valor de 
Referência 
Valor 
Numérico 
Inicial 
Valor Numérico 
Depois da 
1ª Etapa 
Diferença Depois 
da 1ª Etapa [%] 
M [kg] 0 157,8 143,4 9,10 
DY [mm] 0 0,038 0,033 13,16 
DZ+ [mm] 0 0,049 0,050 -2 
DZ- [mm] 0 0,001 0,001 0 
Dγ [rad] 0 0,003 0,003 0 
 
 Depois de aplicada a modificação estrutural, é demonstrado (como se pode 
observar pela Tabela 4.19) que a estrutura do chassis sofre alguns melhoramentos, 
reduzindo o deslocamento máximo na direção “y” em 13,16%, apesar de um ligeiro 
agravamento de 2% no deslocamento máximo no sentido positivo da direção “z”. O 
deslocamento máximo no sentido negativo da direção “z”, bem como a rotação 
máxima no plano “yz” não sofreram qualquer alteração. Outro aspeto positivo da 
otimização, é a redução da massa do chassis em 9,1%. O chassis modificado é 
apresentado na Figura 4.5. 
 
Figura 4.5 - Modelo do chassis tubular de um carro de rally todo o terreno depois de aplicada a 
modificação estrutural. 
 
 Na Tabela 4.20 são apresentados os valores das quatro primeiras frequências 
naturais de referência que correspondem ao chassis inicial e as frequências numéricas 
após aplicação da primeira etapa de otimização, assim como a diferença percentual 
entre elas. Também são apresentados os valores do MAC, após a primeira etapa, para 
cada modo. 
 Observando a tabela, é evidente que após a aplicação da primeira etapa, os 
quatro modos de vibração estão satisfatoriamente bem correlacionados, havendo, no 
entanto, um agravamento relativamente ao valor do MAC antes da primeira etapa. É 
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normal que isso aconteça, pois inicialmente o modelo de referência e o modelo a 
melhorar eram iguais. 
Tabela 4.20 – Evolução das caraterísticas modais durante a otimização do modelo 2 na primeira etapa. 
Modo Frequência de 
Referência [Hz] 
Frequência Numérica 
Depois da 1ª Etapa 
[Hz] 
Diferença 
Depois da 
1ª Etapa [%] 
MAC 
Antes da 1ª 
Etapa 
MAC 
Depois da 
1ª Etapa 
1 70,25 68,26 2,83 1 1 
2 76,68 79,60 3,81 1 0,98 
3 92,91 89,76 3,39 1 0,95 
4 97,59 92,90 4,81 1 0,82 
 
 Depois da otimização, eles deixaram de ser geometricamente iguais, mas ainda 
assim semelhantes e de tal forma correlacionados, que o updating pode ser aplicado na 
segunda etapa do processo. Pode-se também verificar que existe uma redução no valor 
das frequências naturais do modo 1, 3 e 4, e que a diferença relativa percentual média 
entre as quatro frequências naturais, obtida pela aplicação da Eq. (3.9), é de 3,71%. No 
sentido de aproximar os valores dessas frequências naturais do modelo modificado aos 
valores das frequências naturais de referência, é aplicada a segunda etapa, ou seja a 
etapa de updating. 
 
4.5.3.2 – Resultados da Segunda Etapa para o Modelo 3 
 Na segunda etapa do processo, o modelo numérico é otimizado com base no 
módulo de elasticidade E. A variável parte do valor inicial apresentado na Tabela 4.8, 
e é alterado até que os valores das quatro primeiras frequências naturais sejam os mais 
próximos possíveis dos valores de referência. 
 Na Tabela 4.21 é apresentada a evolução das caraterísticas modais durante a 
segunda etapa. 
Tabela 4.21 – Evolução das caraterísticas modais durante a otimização do modelo 2 na segunda etapa. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Depois da 
1ª Etapa 
[Hz] 
Diferença 
Depois da 
1ª Etapa 
[%] 
MAC 
Depois 
da 1ª 
Etapa 
Frequência 
Depois da 
2ª Etapa 
[Hz] 
Diferença 
Depois da 
2ª Etapa 
[%] 
MAC 
Depois 
da 2ª 
Etapa 
1 70,25 68,26 2,83 1 70,25 0 1 
2 76,68 79,60 3,81 0,98 81,92 6,83 0,98 
3 92,91 89,76 3,39 0,95 92,38 0,57 0,95 
4 97,59 92,90 4,81 0,82 95,60 2,03 0,82 
  
 Pode-se observar que os valores das frequências naturais dos modos 1, 3 e 4 
estão mais próximos dos valores de referência. Apesar da diferença entre os valores 
das frequências naturais do modo 2 ter aumentado, no global a diferença relativa 
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percentual média é reduzida para 2,36%. O valor do MAC após a 2ª etapa não sofre 
qualquer alteração relativamente ao valor do MAC obtido após a 1ª etapa. 
O valor otimizado para o módulo de elasticidade contido no vetor v é estimado 
como sendo 214x109 Pa. 
Apesar de que, o módulo de elasticidade é um parâmetro que está relacionado 
com a resposta estática das estruturas e não apenas com a resposta dinâmica, o valor 
estimado, superior ao valor original de 202x109 Pa, afeta positivamente a redução do 
valore máximo dos deslocamentos e rotações, uma vez que aumenta a rigidez 
estrutural do chassis. 
 
4.6 – Conclusões 
 Neste capítulo foi apresentada uma nova metodologia sequencial de duas 
etapas para modificação estrutural e updating de modelos de elementos finitos. Esta 
metodologia é suportada por uma função multi-objetivo desenvolvida para quantificar 
a correlação entre o modelo de referência e o modelo de elementos finitos a melhorar. 
 Três exemplos são aplicados para testar a eficácia do método desenvolvido. 
Nos dois primeiros exemplos é demonstrado que o novo método é capaz de lidar com 
modelos que possuem pares de modos não correlacionados, onde o modelo numérico 
difere significativamente a nível geométrico do modelo de referência. É mostrado que, 
após a aplicação da primeira etapa, os dois modelos possuem todos os modos de 
vibração correlacionados, e assim a segunda etapa, ou seja, a etapa de updating pode 
ser aplicada com sucesso. No terceiro exemplo é utilizado o chassis de um carro de 
rally todo o terreno como modelo a otimizar. A metodologia desenvolvida é aplicada, 
com sucesso, para melhorar o comportamento estático e dinâmico do chassis, usando 
um número elevado de variáveis (911 variáveis) para otimizar. 
 O processo de modificação estrutural e updating revelou ser eficaz, 
conseguindo estimar os valores ótimos dos parâmetros a otimizar. Além do mais 
demonstra-se que o problema de lidar com modos de vibração não correlacionados no 
processo de updating, devido a discrepâncias geométricas entre o modelos de 
elementos finitos a melhorar e o modelo de referência, é ultrapassado com este novo 
método. 
 CAPÍTULO 5 – OBTENÇÃO DE MODELOS DE 
ELEMENTOS FINITOS SIMPLIFICADOS PARA 
REPRESENTAÇÃO DE JUNTAS REBITADAS EM 
DINÂMICA DE ESTRUTURAS 
 
A modelação em elementos finitos de elementos de ligação em projeto de 
estruturas apresenta desafios para os projetistas. É o caso das juntas rebitadas que vão 
ser alvo de estudo neste capítulo. 
Descreve-se assim o desenvolvimento de modelos de elementos finitos 
simplificados para representação de juntas rebitadas em análise dinâmica de estruturas. 
A nova abordagem aqui apresentada compreende a representação do rebite em 
elementos finitos com recurso a elementos mola-amortecedor parametrizáveis. A junção 
de componentes pela técnica de rebitagem aplica-se a placas do tipo casca, pelo que não 
se aplicam a estes casos modelos construídos com elementos sólidos. 
A metodologia de melhoramento de modelos de elementos finitos, desenvolvida 
e apresentada no Capítulo 3, é aqui usada para determinar o valor da constante rigidez 
dos elementos mola-amortecedor que simulam o rebite, tendo como referência os 
modelos experimentais de juntas rebitadas construídos e ensaiados. O objetivo é obter a 
melhor representação em modelos de elementos finitos da junta rebitada relativamente 
às amostras experimentais.  
 
5.1 – Introdução 
Após análise da revisão bibliográfica, fica claro que os modelos de elementos 
finitos de juntas rebitadas simplificadas apenas foram aplicados a análise no domínio da 
estática, e relativamente ao valor atribuído à constante de rigidez da mola, ou não fazem 
referência ou existem dúvidas que se possa generalizar para qualquer tipo de junta 
rebitada. No sentido de dar resposta às questões levantadas descreve-se neste capítulo a 
obtenção de um modelo de elementos finitos simplificado para representação de juntas 
rebitadas, com rebites de diferentes diâmetros, em análise dinâmica de estruturas. Os 
modelos de elementos finitos são descritos no sub-capítulo 5.3. 
A partir da técnica de melhoramento de modelos de elementos finitos, 
apresentada no Capítulo 3, determina-se o valor da constante rigidez dos elementos 
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mola-amortecedor, utilizando como referência modelos experimentais de juntas 
rebitadas. O comportamento dos modelos experimentais é obtido por análise modal 
experimental, como descrito no sub-capítulo 5.2. 
Para evitar a possível distorção de resultados, consequente da utilização de 
modelos complexos, numa fase inicial escolhe-se modelos simples de geometria 
retangular e de pequenas dimensões para proceder ao estudo das ligações rebitadas. Os 
casos de estudo compreendem assim modelos constituídos por duas chapas de alumínio 
unidas por diferentes quantidades de rebites (1, 2, 3 e 5) com diâmetro de 3,2 mm, 4,0 
mm e 4,8 mm. 
 A escolha do alumínio deve-se ao fato de que a maior parte das aplicações 
industriais empregam este tipo de material nos casos que envolvem ligações rebitadas. É 
o caso da indústria aeronáutica. 
Uma avaliação da melhor representação numérica da junta rebitada é efetuada 
com base na comparação entre as frequências naturais experimentais e as frequências 
naturais do modelo de elementos finitos, para cada modo de vibração, após aplicação do 
processo de melhoramento de elementos finitos. Mostra-se, com base nos resultados 
obtidos apresentados no sub-capítulo 5.4, que o modelo de junta composto por oito 
elementos mola-amortecedor por rebite consegue uma melhor aproximação ao 
comportamento dinâmico observado experimentalmente. Um valor para a constante de 
rigidez da mola é obtido para as juntas rebitadas em estudo. 
 
5.2 – Procedimento Experimental 
Os modelos experimentais (amostras) utilizados possuem forma retangular, são 
cortados por tecnologia laser e obtidos a partir de quatro lotes diferentes. Os modelos 
experimentais são compostos por duas placas unidas aos pares por rebites de alumínio 
de três dimensões diferentes. Os pares de placas são unidos por diferentes quantidades 
de rebites, como mais à frente se vai descrever. As propriedades mecânicas do material 
das placas são determinadas experimentalmente por ensaio de tração, recorrendo ao 
equipamento servo-hidráulico para ensaios axiais de tração, INSTRON® 8874, ao 
extensómetro INSTRON® 2620-601 para leitura da deformação na direção vertical do 
provete, a extensómetros HBM® de roseta tipo T com 2 grids de medição, dispostos a 
um ângulo de 90º afastados um do outro para leitura da deformação na direção vertical e 
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horizontal do provete, cujas caraterísticas são, respetivamente, apresentadas nos Anexos 
I, II e III. 
As amostras para análise modal experimental consistem em duas placas (uma 
placa superior, denominada por PL1 e uma placa inferior, denominada PL2) de alumínio 
interligadas por rebites. Três diferentes tipos de rebites de cabeça redonda, Tipo 1, Tipo 
2 e Tipo 3, são usados nesta fase. Os rebites do Tipo 1, Tipo 2 e Tipo 3 são usados nas 
placas provenientes do Lote 1, Lote 2 e Lote 3, respetivamente. Cada tipo de rebite é 
usado para fixar quatro tipos de amostras diferentes que representam juntas rebitadas 
com um, dois, três e cinco rebites. O material usado na amostra composta por cinco 
rebites do Tipo 3 é proveniente de um outro lote (Lote 4). O valor da espessura t  das 
placas é apresentado na Tabela 5.1. 
Tabela 5.1 – Valores de espessura das placas superiores e inferiores das amostras. 
Nomenclatura Símbolo Unidades Valor Lote 1 Lote 2 Lote 3 Lote 4 
PL1 
t  [m] 1,97x10
-3
 2,00x10-3 1,99x10-3 1,98x10-3 
PL2  1,97x10-3 2,00x10-3 1,98x10-3 1,97x10-3 
 
As caraterísticas dos rebites e dos furos de alojamento são apresentadas na 
Tabela 5.2. Nessa tabela são apresentados os valores calculados com base nas equações 
apresentadas no sub-capítulo 2.7, para os casos de rebites de cabeça redonda, assim 
como são apresentados os respetivos valores normalizados segundo a norma DIN 7337, 
apresentada no Anexo IV. Neste trabalho as dimensões usadas são as normalizadas, 
contudo o diâmetro das brocas usadas para efetuar o furo de alojamento dos rebites é de 
3,2 mm, 4,0 mm e 5,0 mm para os rebites com corpo de diâmetro de 3,2 mm, 4,0 mm e 
4,8 mm, respetivamente. Assim as medições aos furos efetuados nas peças indicam 
diâmetros de 3,2 mm, 4,0 mm e 5,1 mm, respetivamente. 
Tabela 5.2 – Dimensões calculadas e normalizadas para os rebites usados. 
Caraterística Unidades Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 
Diâmetro do Corpo do Rebite rd  Normalizado 
[mm] 
3,2 4,0 4,8 
Diâmetro do Furo de Alojamento fd  Calculado 3,4 4,2 5,1 
Diâmetro do Furo de Alojamento fd  Normalizado 3,3 4,1 4,9 
Comprimento útil do Rebite cL  Calculado 8,8 10,0 11,2 
Comprimento útil do Rebite cL  Normalizado 10,0 10,0 12 
 
As propriedades mecânicas são estimadas através de ensaios experimentais de 
tração, como apresentado no Anexo V. São o caso do módulo de elasticidade no sentido 
transversal xE  (perpendicular à laminagem do material), no sentido longitudinal yE  
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(paralelo à laminagem do material) e o coeficiente de Poisson yxυ  (relação entre a 
deformação na direção transversal x  e a deformação na direção longitudinal y , 
quando é aplicada uma tensão na direção longitudinal). A massa específica ρ  das 
placas foi obtida pela divisão entre a massa e o volume das placas. Na Tabela 5.3 
apresentam-se essas propriedades. Os valores apresentados para os módulos de 
elasticidade de cada um dos lotes são a média dos valores obtidos de três ensaios de 
tração efetuados a provetes provenientes de cada um dos lotes. A título de exemplo, 
apresentam-se no Anexo V os gráficos obtidos do ensaio de tração aos provetes 
provenientes do Lote 1. As dimensões dos provetes usados são também apresentadas no 
Anexo V. 
Tabela 5.3 – Propriedades mecânicas do alumínio proveniente dos quatro lotes. 
Propriedade Unidades 
Valor 
Lote 1 Lote 2 Lote 3 Lote 4 
PL1 PL2 PL1 PL2 PL1 PL2 PL1 PL2 
XE  [Pa] 66,9x109 61,2x109 61,1x109 66,9x109 
yE  [Pa] 71,0x109 75,5x109 75,4x109 71,6x109 
yxυ  - 0,31 0,31 0,30 0,31 
ρ  [kg/m3] 2708 2708 2680 2667 2687 2701 2701 2708 
 
As amostras são submetidas a análise modal experimental para extração dos 
dados experimentais, ou seja das frequências naturais e modos de vibração, a serem 
usados como referência no processo de melhoramento de modelos de elementos finitos 
para obtenção da constante de rigidez da junta de ligação rebitada dessas amostras. No 
total são testadas 12 amostras, quatro por cada tipo de rebite (Tipo 1, Tipo 2 e Tipo 3), 
que representam 12 casos de estudo. As amostras possuem as dimensões apresentadas 
na Figura 5.1a, apenas variando o diâmetro do furo de alojamento em função do tipo de 
rebite usado. 
Os testes são realizados em temperatura ambiente, cerca de 20ºC, utilizando o 
equipamento LMS SCADAS® XSI para análise modal experimental. As amostras são 
testadas na condição próxima de livre no espaço, estando suspensas em dois pontos por 
meio de um fio de nylon de 350 mm de comprimento, de modo a não causar 
interferência no ensaio, conforme mostrado na Figura 5.1b. Os testes são realizados 
utilizando um martelo de impacto da PCB®, sendo a força de impacto aplicada no ponto 
P1, e a resposta medida com um sistema de medição por laser de interferometria 
Doppler da POLYTEC® em oito pontos, P1 a P8 como mostrado na Figura 5.1c. 
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Figura 5.1 – (a) Representação esquemática de um modelo com junta composta por 5 rebites, (b) modelo 
submetido a análise modal experimental e (c) localização dos pontos medidos. 
 
Nos Anexos VI, VII, VIII e IX mostram-se, respetivamente, as caraterísticas do 
equipamento LMS SCADAS® MOBILE SCM05, do martelo de impacto PCB® 086C01, 
do Vibrómetro POLYTEC® OFV-5000 e do sensor de fibra óptica OFV-552. 
Os oito pontos selecionados são os mínimos necessários para a obtenção de 
dados de referência/experimentais suficientes de modo a que o processo de 
melhoramento de modelos de elementos fintos seja efetuado com sucesso. 
No entanto, para melhor visualização dos modos de vibração, são efetuadas 
medições em doze pontos, de modo a ser possível representar graficamente com boa 
aproximação as oito primeiras formas naturais de vibração dos modelos experimentais. 
Os dados são coletados no domínio do tempo (amplitude em função do tempo) e 
processados no software de análise modal LMS® de modo a serem convertidos para o 
domínio da frequência. As frequências de ressonância ou frequências naturais e 
amplitudes de cada ponto são obtidos a partir da curva ajustada da Função de Resposta 
em Frequência (FRF).  
Foram efetuados três ensaios em condições idênticas em cada caso para avaliar a 
repetibilidade dos resultados, verificando-se uma diferença entre eles que pode ser 
desprezável, pelo que por simplificação se usa valores de um único ensaio para cada 
caso de estudo. 
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5.3 – Modelos em Elementos Finitos para Obtenção da Constante de Rigidez 
da Mola 
Neste sub-capítulo descreve-se a construção dos modelos em elementos finitos 
semelhantes às peças físicas utilizadas nos ensaios experimentais, utilizando o software 
comercial ANSYS® na versão Parametric Design Language (APDL), com as 
propriedades geométricas e mecânicas obtidas dos modelos experimentais, como 
apresentado nas Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3. As peças são modeladas com elementos de casca 
(SHELL63). A dimensão do elemento de casca é de 0,003x0,003 m. A escolha da 
dimensão do elemento de casca é justificada com base em uma análise de sensibilidade 
efetuada. 
 
5.3.1 – Análise de Sensibilidade aos Modelos 
A análise de sensibilidade aos modelos construídos em elementos finitos 
divide-se em duas fases. Numa primeira fase é efetuada uma análise de sensibilidade à 
dimensão do elemento mais adequada para os modelos usados neste trabalho. Na 
segunda fase é analisada a representatividade dos modelos das placas em elementos 
finitos em relação às placas físicas. Para isso, foi efetuada uma análise experimental 
apenas às placas e comparados os resultados obtidos com os resultados de uma análise 
numérica das mesmas. 
 
Para a análise de sensibilidade da dimensão do elemento foi considerada uma 
placa retangular com as dimensões 297x47,7x1,97 mm, retirada do Lote 1. Foi efetuada 
a análise modal experimental para obtenção das caraterísticas modais da placa física, 
considerada como referência, da qual foram extraídas as 8 primeiras frequências 
naturais e os 8 primeiros modos de vibração. 
É criado o modelo de elementos finitos com as mesmas dimensões da placa 
física, com as seguintes propriedades mecânicas: módulo de elasticidade perpendicular 
à laminagem xE  = 66,9 GPa, módulo de elasticidade paralelo à laminagem yE  = 71,0 
GPa, coeficiente de Poisson yxυ  = 0,31 e massa específica ρ = 2712 kg/m3. As 
propriedades mecânicas foram obtidas conforme descrito no sub-capítulo 5.2. 
São aplicadas 15 dimensões diferentes de elemento de casca (SHELL63) ao 
mesmo modelo, entre 0,0005 m e 0,01 m. É efetuada uma comparação, dada pela 
diferença relativa percentual média (DRPM) entre as frequências de ressonância dos 
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modelos de elementos finitos com as diferentes dimensões de elemento de casca e do 
respetivo modelo experimental, como definido pela Eq. (3.9) do Capítulo 3. A Fiura 5.2 
mostra a evolução da DRPM em função do número de elementos de casca. 
 
Figura 5.2 – Evolução da diferença relativa percentual média em função do número de elementos de casca 
(SHELL63) para o modelo de uma placa retangular com dimensões 297x47,7x1,97 mm. 
 
Verifica-se que o valor da DRPM decresce acentuadamente até ao valor mínimo 
de 0,195 %, correspondente ao modelo de elementos finitos com 1700 elementos. Nesse 
caso a dimensão do elemento é de 0,003x0,003 m. Contudo, a partir desse ponto a 
DRPM aumenta muito lentamente à medida que o número de elementos também 
aumenta.  
Na Tabela 5.4 apresenta-se as diferenças percentuais entre as oito primeiras 
frequências naturais do modelo de referência/experimental (coluna 2) e do modelo de 
elementos finitos (coluna 3) com a dimensão do elemento de casca de 0,003x0,003 m. A 
tabela mostra também a DRPM obtida pela aplicação da Eq. (3.9). 
Tabela 5.4 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos com a dimensão do elemento de casca de 0,003x0,003 m. 
Modo Frequência de Referência [Hz] 
Frequência Numérica 
[Hz] Diferença [%] 
1 117,76 117,65 0,09 
2 326,15 325,53 0,19 
3 435,70 437,16 0,34 
4 641,55 640,94 0,10 
5 888,12 890,20 0,23 
6 1064,62 1063,96 0,06 
7 1366,73 1374,00 0,53 
8 1594,80 1595,15 0,02 
DRPM 0,195 
 
 Podemos assim afirmar que as placas modeladas em elementos finitos com 
elemento de casca, com dimensões de 0,003x0,003 m, são bastante representativas das 
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placas físicas. Esse fato permite ter maior confiança nos valores obtidos para a constante 
de rigidez da mola na fase de updating. 
 
Na segunda fase é analisada a representatividade dos modelos das placas em 
elementos finitos em relação às placas físicas. Para isso, foram consideradas as placas 
retangulares com as dimensões 154,9x47,7xt  mm, retiradas dos quatro lotes referidos 
no sub-capítulo 5.2, em que os valores de t  são os apresentados na Tabela 5.1 para as 
placas PL1 e PL2. Foi efetuada a análise modal experimental para obtenção das 
caraterísticas modais das placas físicas, consideradas como referência, da qual foram 
extraídas as 8 primeiras frequências naturais e os 8 primeiros modos de vibração. 
São criados os modelos de elementos finitos com as mesmas dimensões das 
placas físicas, com as propriedades mecânicas apresentadas na Tabela 5.3. As placas são 
modeladas com elementos de casca (SHELL63) de dimensão 0,003x0,003 m. 
Nas Tabelas 5.5-5.12 apresentam-se as diferenças percentuais entre as oito 
primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental (coluna 2) e do 
modelo de elementos finitos (coluna 3) para as 8 placas analisadas, assim como o valor 
do MAC para cada um dos casos. As tabelas mostram também a DRPM obtida pela 
aplicação da Eq. (3.9). 
Tabela 5.5 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos da placa física PL1 do Lote 1. 
Modo Frequência de Referência [Hz] 
Frequência Numérica 
[Hz] Diferença [%] MAC 
1 436,41 434,22 0,50 1 
2 859,07 848,89 1,19 1 
3 1208,79 1206,14 0,22 1 
4 1796,48 1785,62 0,60 1 
5 2376,29 2376,53 0,01 1 
6 2895,54 2892,13 0,12 1 
7 3911,60 3923,88 0,31 1 
8 4229,67 4243,11 0,32 1 
DRPM 0,41  
 
Tabela 5.6 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos da placa física PL2 do Lote 1. 
Modo Frequência de Referência [Hz] 
Frequência Numérica 
[Hz] Diferença [%] MAC 
1 435,53 434,22 0,30 1 
2 859,39 848,89 1,22 1 
3 1208,82 1206,14 0,22 1 
4 1796,47 1785,62 0,60 1 
5 2376,32 2376,53 0,01 1 
6 2895,37 2892,13 0,11 1 
7 3912,71 3923,88 0,29 1 
8 4230,79 4243,11 0,29 1 
DRPM 0,38  
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Tabela 5.7 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos da placa física PL1 do Lote 2. 
Modo Frequência de Referência [Hz] 
Frequência Numérica 
[Hz] Diferença [%] MAC 
1 444,36 456,77 2,79 1 
2 849,03 866,36 2,04 1 
3 1230,63 1267,65 3,01 1 
4 1777,68 1825,18 2,67 1 
5 2418,50 2495,25 3,17 1 
6 2869,23 2963,85 3,30 1 
7 3980,87 4106,88 3,17 1 
8 4209,69 4362,56 3,63 1 
DRPM 2,97  
 
Tabela 5.8 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos da placa física PL2 do Lote 2. 
Modo Frequência de Referência [Hz] 
Frequência Numérica 
[Hz] Diferença [%] MAC 
1 443,67 457,88 3,20 1 
2 848,74 868,47 2,32 1 
3 1221,02 1270,74 4,07 1 
4 1775,54 1829,62 3,05 1 
5 2413,41 2501,32 3,64 1 
6 2873,68 2971,06 3,39 1 
7 3966,77 4116,87 3,78 1 
8 4202,13 4373,17 4,07 1 
DRPM 3,44  
 
Tabela 5.9 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos da placa física PL1 do Lote 3. 
Modo Frequência de Referência [Hz] 
Frequência Numérica 
[Hz] Diferença [%] MAC 
1 447,24 453,49 1,40 1 
2 857,84 863,12 0,62 1 
3 1237,19 1258,03 1,68 1 
4 1797,41 1817,29 1,11 1 
5 2429,24 2475,68 1,91 1 
6 2899,35 2948,87 1,71 1 
7 3999,04 4075,76 1,92 1 
8 4251,76 4337,30 2,01 1 
DRPM 1,54  
 
Tabela 5.10 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos da placa física PL2 do Lote 3. 
Modo Frequência de Referência [Hz] 
Frequência Numérica 
[Hz] Diferença [%] MAC 
1 446,71 450,04 0,75 1 
2 856,97 856,55 0,05 1 
3 1235,72 1248,46 1,03 1 
4 1794,96 1803,47 0,47 1 
5 2426,36 2456,85 1,26 1 
6 2893,92 2926,44 1,12 1 
7 3992,83 4044,76 1,30 1 
8 4240,43 4304,30 1,51 1 
DRPM 0,94  
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Tabela 5.11 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos da placa física PL1 do Lote 4. 
Modo Frequência de Referência [Hz] 
Frequência Numérica 
[Hz] Diferença [%] MAC 
1 438,46 438,82 0,08 1 
2 861,50 856,50 0,58 1 
3 1215,62 1218,85 0,27 1 
4 1802,48 1801,76 0,04 1 
5 2388,72 2401,46 0,53 1 
6 2905,74 2918,65 0,44 1 
7 3930,66 3964,48 0,86 1 
8 4242,33 4282,75 0,95 1 
DRPM 0,47  
 
Tabela 5.12 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos da placa física PL2 do Lote 4. 
Modo Frequência de Referência [Hz] 
Frequência Numérica 
[Hz] Diferença [%] MAC 
1 436,60 436,04 0,13 1 
2 858,37 851,07 0,85 1 
3 1209,84 1211,13 0,11 1 
4 1796,70 1790,34 0,35 1 
5 2377,90 2386,24 0,35 1 
6 2897,84 2900,16 0,08 1 
7 3913,76 3939,35 0,65 1 
8 4232,82 4255,60 0,54 1 
DRPM 0,38  
 
As Tabelas 5.5-5.12 mostram uma DRPM entre as frequências naturais das 
placas PL1 e PL2 dos quatro lotes, e o respetivo modelo de elementos finitos 
relativamente pequena. Podemos assim concluir que os modelos em elementos finitos 
são representativos das respetivas placas físicas. As placas PL1 e PL2 do Lote 2 
apresentam valores de DRPM mais elevados e discrepantes dos obtidos para os outros 
seis casos. A DRPM observada nessas placas deve-se, possivelmente, aos valores 
obtidos para o módulo de elasticidade do material do Lote 2. O valor do MAC igual a 1 
indica que os modos de vibração entre o modelo de referência e o modelo em elementos 
finitos estão bem correlacionados. 
 
5.3.2 – Modelação da Junta Rebitada 
Voltando à construção dos modelos rebitados em elementos finitos, é necessário 
representar o rebite sem recorrer a modelos 3D. Como já referido no estado da arte, a 
forma mais consensual de representa elementos de ligação a 2D é recorrer a elementos 
finitos que permitem efetuar a interligação entre dois nós localizados na periferia do furo 
das peças a unir. 
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O rebite efetivamente é montado de modo a que os pares de peças a unir fiquem 
sujeitas a forças de compressão. Por outro lado o corpo do rebite vai deformar até 
preencher a área do furo, como há-de ser abordado no capítulo seguinte. 
 Nesta fase ainda não há preocupação com a tecnologia do processo. Apenas se 
procura garantir que o modelo de elementos finitos seja o mais representativo possível 
dos modelos experimentais. A definição do número de elementos finitos a interligar dois 
nós para definir um rebite é então analisada nesta fase. 
O rebite é construído com elementos mola-amortecedor, que combinam mola e 
amortecedor (COMBIN14). O amortecimento em materiais metálicos como o alumínio 
é considerado insignificante, pelo que pode ser desprezado, não sendo assim 
considerado no elemento mola-amortecedor. Para justificar essa opção é apresentado no 
sub-capítulo 5.4 as razões de amortecimento ξ para os modos de vibração obtidos 
experimentalmente no modelo de junta rebitada com cinco rebites. Os valores são 
obtidos usando método da largura de banda de média potência, já apresentado no 
Capítulo 2. 
 
Para a realização do processo de melhoramento de modelos de elementos finitos 
é atribuído um valor inicial à constante de rigidez da mola de 5x107 N/m, que é variável 
durante o processo. A massa do rebite é obtida por pesagem. Como o rebite é modelado 
com vários elementos COMBIN14, a sua massa é dividida pontualmente pelos nós que 
interligam as duas placas por meio dos elementos mola-amortecedor. A massa é 
modelada com elementos de massa (MASS21), não sendo utilizada como variável ao 
longo do processo de melhoramento, uma vez que esse parâmetro está bem definido e é 
conhecido. As propriedades iniciais do rebite modelado em elementos finitos são 
apresentadas na Tabela 5.13. 
Tabela 5.13 – Propriedades atribuídas aos rebites modelados em elementos finitos. 
Propriedade Símbolo Unidades Valor 
Constante de Rigidez por cada 
Elemento Mola-Amortecedor k  [N/m] 5x10
7
 
Massa do Rebite Tipo 1 
m  [kg] 
2,5x10-4 
Massa do Rebite Tipo 2 6,0x10-4 
Massa do Rebite Tipo 3 8,0x10-4 
 
A Figura 5.3 mostra as várias representações do rebite em elementos finitos com 
diferentes quantidades de elementos mola-amortecedor (4, 6, 8, 12, 16 e 20) por rebite.  
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Figura 5.3 – Representação do rebite em elementos finitos com: (a) quatro, (b) seis, (c) oito, (d) doze, (e) 
dezasseis e (f) vinte elementos mola-amortecedor por rebite. 
 
O diâmetro do furo para cada tipo de rebite é igual ao diâmetro do furo de 
alojamento normalizado apresentado na Tabela 5.2. 
A Figura 5.4 mostra em corte transversal os vários modelos em elementos finitos 
de duas placas interligadas por diferentes quantidades de rebites (1, 2, 4 e 5), no plano 
médio da espessura. 
 
Figura 5.4 – Modelo da junta rebitada em elementos finitos com: (a) um, (b) dois, (c) três e (d) cinco 
rebites. 
 
O processo de melhoramento de modelos de elementos finitos, apresentado no 
Capítulo 3, é usado de modo a encontrar o valor da constante de rigidez k  dos 
elementos mola-amortecedor, e, consequentemente, da junta rebitada numérica que 
melhor reproduz o modelo experimental. É esperado que esse valor possa variar de 
acordo com a quantidade de rebites e elementos mola-amortecedor por cada rebite. Para 
estudar esse efeito, são construídos 72 modelos diferentes de juntas rebitadas em 
elementos finitos: quatro juntas rebitadas com diferentes quantidades de rebites (1, 2, 3 e 
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5), combinado com seis diferentes quantidades de elementos mola-amortecedor (4, 6, 8, 
12, 16 e 20) por cada tipo de rebite (Tipo 1, Tipo 2 e Tipo 3). Na Tabela 5.14, 
apresentam-se as 72 combinações de modelos de juntas rebitadas. 
Tabela 5.14 – Combinações de modelos de juntas rebitadas construídos. 
Nº de Rebites na Junta Nº de Elementos COMBIN 14 
1 4 6 8 12 16 20 4 6 8 12 16 20 4 6 8 12 16 20 
2 4 6 8 12 16 20 4 6 8 12 16 20 4 6 8 12 16 20 
3 4 6 8 12 16 20 4 6 8 12 16 20 4 6 8 12 16 20 
5 4 6 8 12 16 20 4 6 8 12 16 20 4 6 8 12 16 20 
Tipo de Rebite Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 
 
5.4 – Resultados Obtidos por Updating da Constante de Rigidez da Mola 
Nesta secção são apresentados os resultados após aplicação da metodologia de 
melhoramento de modelos de elementos finitos apenas para os modelos com oito 
elementos mola-amortecedor para cada tipo de rebite. Apenas são apresentados os 
modelos com oito elementos mola-amortecedor para cada tipo de rebite, porque são os 
que melhor conseguem representar os modelos experimentais, como mais à frente se 
apresenta. É também efetuada uma comparação, dada pela diferença relativa percentual 
média (DRPM) entre as frequências de ressonância dos modelos numéricos melhorados 
e dos respetivos modelos experimentais, como definido pela Eq. (3.9) do Capítulo 3. 
A constante de rigidez de cada rebite obtida após updating, denotada por 
ur
k , 
pode por vezes ser diferente de um rebite para o outro na mesma junta. A constante de 
rigidez global da junta denotada por 
uj
k , é obtida pela soma da rigidez obtida para cada 
rebite utilizado na junta, uma vez que os rebites estão em paralelo, como pode ser 
observado na Figura 5.1b. Assim, 
∑
=
=
ur
u
uu
n
r
rj kk
1
, (5.1) 
em que 
ur
n é o número total de rebites na junta usada para updating, 
ur
k  representam a 
constante de rigidez do ésimoru −  rebite obtido por updating, e é obtido pela soma do 
valor da constante de rigidez de cada elemento ue  do rebite obtida por updating, 
denotada por 
ue
k , uma vez que também estão em paralelo, como pode ser observado na 
Figura 5.3 e 5.4. Ou seja, 
∑
=
=
ue
u
uu
n
e
er kk
1
. (5.2) 
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em que 
ue
n é o número total de elementos que compõe o rebite no processo de updating. 
Se dividirmos o valor da constante de rigidez global pelo número de rebites obtemos um 
valor médio para cada rebite na junta. Por simplificação, considera-se esse valor para 
constante de rigidez do rebite, denotada por 
−
ur
k , tal que 
∑
=
−
=
ur
u
u
u
u
n
r
r
r
r k
n
k
1
1
. (5.3) 
Por sua vez se dividirmos 
−
ur
k  pelo número de elementos 
ue
n  que constitui o 
rebite obtemos um valor médio da constante de rigidez para cada elemento, denotada 
por 
−
ue
k , tal que 
−−
=
u
u
u r
e
e k
n
k
1
. (5.4) 
 
5.4.1 – Modelos com Rebites do Tipo 1 
A Figura 5.5 mostra a relação entre a diferença relativa percentual média, obtida 
por aplicação de (3.9), entre as frequências de ressonância dos modelos numéricos 
melhorados e dos respetivos modelos experimentais, em função da quantidade de 
elementos mola-amortecedor, usando rebites de 3,2 mm de diâmetro. 
 
Figura 5.5 – Diferença percentual, após updating, entre os modelos de elementos finitos e o modelo 
experimental de junta rebitada com (a) um rebite, (b) dois rebites, (c) três rebites e (d) cinco rebites de 3,2 
mm de diâmetro. 
 
A diferença relativa percentual média, obtida pela aplicação de (3.9), é de 3,92% 
para o modelo com um rebite (Figura 5.5a), 0,36% para o modelo com dois rebites 
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(Figura 5.5b), 0,28% para os modelos com três rebites (Figura 5.5c) e cinco rebites 
(Figura 5.5d). 
Fica claro nestes gráficos que a DRPM é mínima quando o modelo de elementos 
finitos possui 8 elementos mola-amortecedor por cada rebite. 
As Tabelas 5.15-5.18 mostram as diferenças percentuais entre as 8 primeiras 
frequências naturais do modelo de referência (coluna 2) e do modelo de elementos 
finitos, antes do updating (coluna 4) e depois do updating (coluna 6), para os modelos 
com um, dois, três e cinco rebites, respetivamente. Por outro lado, como pode ser 
observado nessas tabelas, o valor de 1 para o MAC inicial e final, revela, que os modos 
estão bem correlacionados para todos os casos. Este facto indica que os valores ótimos 
obtidos por updating para as constantes de rigidez dos elementos mola-amortecedor são 
obtidos com elevada fiabilidade. 
Na Tabela 5.19 apresenta-se o valor médio da constante de rigidez para cada 
rebite (Eq. (5.3)) e para cada elemento (Eq. (5.4)), assim como valor da constante de 
rigidez da junta (Eq. (5.1)), obtidos após updating, usando rebites de 3,2 mm de 
diâmetro. 
Tabela 5.15 – Evolução das frequências naturais e modos de vibração (MAC) para o modelo de elementos 
finitos de junta rebitada com um rebite de 3,2 mm de diâmetro e oito elementos mola-amortecedor. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Updating 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Updating 
[%] 
MAC 
Inicial 
MAC 
Final 
1 101,90 104,44 2,49 102,31 0,41 1 1 
2 325,37 322,34 0,93 322,32 0,94 1 1 
3 444,19 389,43 12,33 380,11 14,43 1 1 
4 564,80 572,16 1,30 564,12 0,12 1 1 
5 856,42 852,69 0,44 852,64 0,44 1 1 
6 1057,65 1039,53 1,71 1039,34 1,73 1 1 
7 1363,77 1210,99 11,20 1182,92 13,26 1 1 
8 1402,80 1420,80 1,28 1402,80 0,00 1 1 
 
Tabela 5.16 – Evolução das frequências naturais e modos de vibração (MAC) para o modelo de elementos 
finitos de junta rebitada com dois rebites de 3,2 mm de diâmetro e oito elementos mola-amortecedor. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Updating 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Updating 
[%] 
MAC 
Inicial 
MAC 
Final 
1 109,32 105,13 3,83 109,39 0,06 1 1 
2 324,85 324,17 0,21 324,34 0,16 1 1 
3 443,03 434,18 2,00 435,85 1,62 1 1 
4 592,64 574,49 3,06 592,58 0,01 1 1 
5 849,38 851,99 0,31 853,00 0,43 1 1 
6 1057,09 1054,82 0,21 1055,94 0,11 1 1 
7 1369,06 1360,57 0,62 1366,07 0,22 1 1 
8 1467,81 1427,00 2,78 1471,83 0,27 1 1 
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Tabela 5.17 – Evolução das frequências naturais e modos de vibração (MAC) para o modelo de elementos 
finitos de junta rebitada com três rebites de 3,2 mm de diâmetro e oito elementos mola-amortecedor. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Updating 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Updating 
[%] 
MAC 
Inicial 
MAC 
Final 
1 112,13 112,26 0,12 112,13 0,00 1 1 
2 325,71 325,12 0,18 325,12 0,18 1 1 
3 448,72 446,75 0,44 446,75 0,44 1 1 
4 606,86 606,20 0,11 605,61 0,21 1 1 
5 851,80 849,10 0,32 849,09 0,32 1 1 
6 1058,86 1061,24 0,23 1061,23 0,22 1 1 
7 1389,75 1400,94 0,81 1400,93 0,81 1 1 
8 1508,88 1511,15 0,15 1509,54 0,04 1 1 
 
Tabela 5.18 – Evolução das frequências naturais e modos de vibração (MAC) para o modelo de elementos 
finitos de junta rebitada com cinco rebites de 3,2 mm de diâmetro e oito elementos mola-amortecedor. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Updating 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Updating 
[%] 
MAC 
Inicial 
MAC 
Final 
1 112,75 112,78 0,03 112,75 0,00 1 1 
2 325,68 325,13 0,17 325,12 0,17 1 1 
3 449,07 446,76 0,51 446,72 0,52 1 1 
4 607,59 607,85 0,04 607,67 0,01 1 1 
5 849,17 846,98 0,26 846,92 0,26 1 1 
6 1058,59 1061,31 0,26 1061,30 0,26 1 1 
7 1390,99 1400,98 0,72 1400,88 0,71 1 1 
8 1512,36 1517,62 0,35 1517,06 0,31 1 1 
 
Tabela 5.19 – Valores de constante de rigidez obtidos após updating dos modelos de elementos finitos 
para os quatro tipos de juntas rebitadas com rebites de 3,2 mm de diâmetro, em que o rebite é modelado 
com oito elementos mola-amortecedor. 
Propriedade Unidades Valor 1 Rebite 2 Rebites 3 Rebites 5 Rebites 
−
ue
k  
[N/m] 
2,2x107 3,3x107 34,4x107 40,5x107 
−
ur
k  
17,3x107 
26,0x107 275,3x107 324,2x107 
uj
k  52,0x107 825,9 x107 1621,0 x107 
 
De modo a justificar a opção por desprezar o coeficinete de amortecimento nos 
modelos de elementos finitos, são apresentados na Tabela 5.20 as razões de 
amortecimento ξ obtidas por aplicação das Eqs.(2.137) e (2.138) para cada modo de 
vibração do modelo de junta rebitada com 5 rebites de 3,2 mm de diâmetro. 
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Tabela 5.20 – Razões de amortecimento para cada modo do modelo de junta rebitada com 5 rebites de 3,2 
mm de diâmetro. 
Modo Frequência Natural Experimental [Hz] 
Razão de 
amortecimento ξ 
1 112,75 0,0102 
2 325,68 0,0015 
3 449,07 0,0034 
4 607,59 0,0022 
5 849,17 0,0012 
6 1058,59 0,0008 
7 1390,99 0,0008 
8 1512,36 0,0012 
 
Na Figura 5.6 apresenta-se a FRF obtida por análise modal experimental a esse 
modelo, e a partir da qual se aplicou o método da largura de banda de média potência 
para obtenção das razões de amortecimento ξ. 
 
Figura 5.6 – FRF obtida por análise modal experimental ao modelo de junta rebitada com 5 rebites de 3,2 
mm de diâmetro. 
 
As razões amortecimento ξ apresentadas são muito pequenas (ξ <0,1) para todos 
os modos de vibração, podendo o amortecimento ser desprezado nos modelos de 
elementos finitos. 
A Figura 5.7 mostra uma representação dos 8 primeiros modos de vibração para 
o modelo de elementos finitos com junta rebitada composta por cinco rebites de 3,2 mm 
de diâmetro. A Figura 5.8 mostra a representação dos 8 primeiras modos de vibração 
obtidos experimentalmente, após identificação modal, em doze pontos para o mesmo 
modelo. Como se pode observar por comparação entre as Figuras 5.7 e 5.8, existe boa 
correlação entre os modos de vibração do modelo de elementos finitos e o modelo 
experimental. 
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Figura 5.7 – Representação das 8 primeiras formas naturais de vibração do modelo de elementos finitos 
com junta rebitada composta por 5 rebites de 3,2 mm de diâmetro. 
 
 
Figura 5.8 – Representação das 8 primeiras formas naturais de vibração do modelo experimental com junta 
rebitada composta por 5 rebites de 3,2 mm de diâmetro. 
 
Como as amostras possuem as mesmas dimensões e forma, variando apenas a 
quantidade de rebites e o tipo de rebites, pode-se concluir que essa correlação se mantem 
para os restantes casos de estudo. 
 
5.4.2 – Modelos com Rebites do Tipo 2 
A Figura 5.9 mostra a relação entre a diferença relativa percentual média, obtida 
por aplicação de (3.9), entre as frequências de ressonância dos modelos numéricos 
melhorados e dos respetivos modelos experimentais, em função da quantidade de 
elementos mola-amortecedor, usando rebites de 4,0 mm de diâmetro. 
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Figura 5.9 – Diferença percentual, após updating, entre os modelos de elementos finitos e o modelo 
experimental de junta rebitada com (a) um rebite, (b) dois rebites, (c) três rebites e (d) cinco rebites de 4,0 
mm de diâmetro. 
 
A diferença relativa percentual média, obtida pela aplicação de (3.9), é de 2,97% 
para o modelo com um rebite (Figura 5.9a), 1,29% para o modelo com dois rebites 
(Figura 5.9b), 1,47% para o modelo com três rebites (Figura 5.9c) e 1,43% para o 
modelo com cinco rebites (Figura 5.9d). 
À semelhança do caso anterior, o número de elementos mola-amortecedor para 
representar um rebite e que minimiza a DRPM é de oito. 
As Tabelas 5.21-5.24 mostram as diferenças percentuais entre as 8 primeiras 
frequências naturais do modelo de referência (coluna 2) e do modelo de elementos 
finitos, antes do updating (coluna 4) e depois do updating (coluna 6), para os modelos 
com um, dois, três e cinco rebites, respetivamente. Por outro lado, como pode ser 
observado nessas tabelas, o valor de 1 para o MAC inicial e final, revela, que os modos 
estão bem correlacionados para todos os casos. Este facto indica que os valores ótimos 
obtidos por updating para as constantes de rigidez dos elementos mola-amortecedor são 
obtidos com elevada fiabilidade. 
Na Tabela 5.25 apresenta-se o valor médio da constante de rigidez para cada rebite (Eq. 
(5.3)) e para cada elemento (Eq. (5.4)), assim como valor da constante de rigidez da junta (Eq. 
(5.1)), obtidos após updating, usando rebites de 4,0 mm de diâmetro. 
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Tabela 5.21 – Evolução das frequências naturais e modos de vibração (MAC) para o modelo de elementos 
finitos de junta rebitada com um rebite de 4,0 mm de diâmetro e oito elementos mola-amortecedor. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Updating 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Updating 
[%] 
MAC 
Inicial 
MAC 
Final 
1 108,01 108,61 0,55 108,19 0,17 1 1 
2 332,44 337,66 1,57 337,64 1,56 1 1 
3 441,33 400,27 9,30 398,52 9,70 1 1 
4 599,14 596,25 0,48 594,66 0,75 1 1 
5 854,94 874,50 2,29 874,47 2,28 1 1 
6 1078,65 1086,57 0,73 1086,46 0,72 1 1 
7 1359,79 1248,46 8,19 1243,02 8,59 1 1 
8 1478,72 1482,35 0,25 1478,72 0,00 1 1 
 
Tabela 5.22 – Evolução das frequências naturais e modos de vibração (MAC) para o modelo de elementos 
finitos de junta rebitada com dois rebites de 4,0 mm de diâmetro e oito elementos mola-amortecedor. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Updating 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Updating 
[%] 
MAC 
Inicial 
MAC 
Final 
1 114,86 114,35 0,44 114,44 0,36 1 1 
2 331,94 339,88 2,39 339,89 2,39 1 1 
3 442,84 445,95 0,70 446,02 0,72 1 1 
4 619,37 618,97 0,07 619,37 0,00 1 1 
5 853,00 871,55 2,18 871,61 2,18 1 1 
6 1078,10 1104,76 2,47 1104,85 2,48 1 1 
7 1374,82 1400,43 1,86 1400,68 1,88 1 1 
8 1536,74 1539,90 0,21 1540,94 0,27 1 1 
 
Tabela 5.23 – Evolução das frequências naturais e modos de vibração (MAC) para o modelo de elementos 
finitos de junta rebitada com três rebites de 4,0 mm de diâmetro e oito elementos mola-amortecedor. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Updating 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Updating 
[%] 
MAC 
Inicial 
MAC 
Final 
1 115,80 115,73 0,06 115,71 0,07 1 1 
2 332,22 340,60 2,52 340,60 2,52 1 1 
3 448,32 456,57 1,84 456,56 1,84 1 1 
4 624,39 624,83 0,07 624,77 0,06 1 1 
5 848,78 857,28 1,00 857,27 1,00 1 1 
6 1079,16 1109,61 2,82 1109,61 2,82 1 1 
7 1392,37 1434,04 2,99 1434,03 2,99 1 1 
8 1552,21 1559,30 0,46 1559,14 0,45 1 1 
 
Tabela 5.24 – Evolução das frequências naturais e modos de vibração (MAC) para o modelo de elementos 
finitos de junta rebitada com cinco rebites de 4,0 mm de diâmetro e oito elementos mola-amortecedor. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Updating 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Updating 
[%] 
MAC 
Inicial 
MAC 
Final 
1 116,07 115,29 0,67 115,50 0,49 1 1 
2 332,19 340,59 2,53 340,60 2,53 1 1 
3 449,93 456,43 1,44 456,46 1,45 1 1 
4 625,35 620,93 0,71 621,93 0,55 1 1 
5 843,36 851,66 0,98 851,74 0,99 1 1 
6 1079,18 1109,58 2,82 1109,61 2,82 1 1 
7 1397,25 1433,69 2,61 1433,76 2,61 1 1 
8 1556,08 1553,33 0,18 1556,08 0,00 1 1 
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Tabela 5.25 – Valores de constante de rigidez obtidos após updating dos modelos de elementos finitos 
para os quatro tipos de juntas rebitadas com rebites de 4,0 mm de diâmetro, em que o rebite é modelado 
com oito elementos mola-amortecedor. 
Propriedade Unidades Valor 1 Rebite 2 Rebites 3 Rebites 5 Rebites 
−
ue
k  
[N/m] 
3,8x107 18,2x107 41,3x107 43,9x107 
−
ur
k  
30,1x107 
145,9x107 330,0x107 351,5x107 
uj
k  291,7x107 989,9 x107 1757,4 x107 
 
5.4.3 – Modelos com Rebites do Tipo 3 
A Figura 5.10 mostra a relação entre a diferença relativa percentual média, 
obtida por aplicação de (3.9), entre as frequências de ressonância dos modelos 
numéricos melhorados e dos respetivos modelos experimentais, em função da 
quantidade de elementos mola-amortecedor, usando rebites de 4,8 mm de diâmetro. 
A diferença relativa percentual média, obtida pela aplicação de (1), é de 2,72% 
para o modelo com um rebite (Figura 5.10a), 0,73% para o modelo com dois rebites 
(Figura 5.10b), 1,01% para o modelo com três rebites (Figura 5.10c) e 0,38% para o 
modelo com cinco rebites (Figura 5.10d). 
A DRPM é minimizada quando o número de elementos mola-amortecedor por 
cada rebite é de 8, à semelhança do que acontece com os restantes tipo de rebites. 
 
Figura 5.10 – Diferença percentual, após updating, entre os modelos de elementos finitos e o modelo 
experimental de junta rebitada com (a) um rebite, (b) dois rebites, (c) três rebites e (d) cinco rebites de 4,8 
mm de diâmetro. 
 
As Tabelas 5.26-5.29 mostram as diferenças percentuais entre as 8 primeiras 
frequências naturais do modelo de referência (coluna 2) e do modelo de elementos 
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finitos, antes do updating (coluna 4) e depois do updating (coluna 6), para os modelos 
com um, dois, três e cinco rebites, respetivamente. Por outro lado, como pode ser 
observado nessas tabelas, o valor de 1 para o MAC inicial e final, revela, que os modos 
estão bem correlacionados para todos os casos. Este facto indica que os valores ótimos 
obtidos por updating para as constantes de rigidez dos elementos mola-amortecedor são 
obtidos com elevada fiabilidade. 
Tabela 5.26 – Evolução das frequências naturais e modos de vibração (MAC) para o modelo de elementos 
finitos de junta rebitada com um rebite de 4,8 mm de diâmetro e oito elementos mola-amortecedor. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Updating 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Updating 
[%] 
MAC 
Inicial 
MAC 
Final 
1 107,39 108,10 0,67 108,21 0,76 1 1 
2 333,49 333,67 0,05 333,68 0,06 1 1 
3 440,32 399,26 9,33 399,70 9,23 1 1 
4 606,21 592,76 2,22 593,17 2,15 1 1 
5 861,60 870,77 1,06 870,79 1,07 1 1 
6 1081,81 1073,82 0,74 1073,89 0,73 1 1 
7 1352,39 1248,10 7,71 1249,47 7,61 1 1 
8 1472,18 1473,02 0,06 1473,97 0,12 1 1 
 
Tabela 5.27 – Evolução das frequências naturais e modos de vibração (MAC) para o modelo de elementos 
finitos de junta rebitada com dois rebites de 4,8 mm de diâmetro e oito elementos mola-amortecedor. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Updating 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Updating 
[%] 
MAC 
Inicial 
MAC 
Final 
1 115,10 113,30 1,56 113,74 1,18 1 1 
2 333,71 335,84 0,64 335,90 0,66 1 1 
3 444,81 441,17 0,82 441,71 0,70 1 1 
4 619,85 612,86 1,13 614,90 0,80 1 1 
5 856,38 865,79 1,10 866,12 1,14 1 1 
6 1082,80 1091,47 0,80 1091,87 0,84 1 1 
7 1379,50 1384,91 0,39 1386,67 0,52 1 1 
8 1530,44 1524,96 0,36 1530,44 0,00 1 1 
 
Tabela 5.28 – Evolução das frequências naturais e modos de vibração (MAC) para o modelo de elementos 
finitos de junta rebitada com três rebites de 4,8 mm de diâmetro e oito elementos mola-amortecedor. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Updating 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Updating 
[%] 
MAC 
Inicial 
MAC 
Final 
1 116,07 113,85 1,91 113,92 1,86 1 1 
2 333,46 336,46 0,90 336,47 0,90 1 1 
3 449,54 451,56 0,45 451,55 0,45 1 1 
4 623,91 614,42 1,52 614,67 1,48 1 1 
5 839,00 845,72 0,80 845,62 0,79 1 1 
6 1082,48 1095,59 1,21 1095,61 1,21 1 1 
7 1397,40 1417,11 1,41 1417,07 1,41 1 1 
8 1533,82 1533,26 0,04 1533,82 0,00 1 1 
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Tabela 5.29 – Evolução das frequências naturais e modos de vibração (MAC) para o modelo de elementos 
finitos de junta rebitada com cinco rebites de 4,8 mm de diâmetro e oito elementos mola-amortecedor. 
Modo 
Frequência 
de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
Inicial 
[Hz] 
Diferença 
antes do 
Updating 
[%] 
Frequência 
Numérica 
Final 
[Hz] 
Diferença 
depois do 
Updating 
[%] 
MAC 
Inicial 
MAC 
Final 
1 111,58 111,21 0,34 111,17 0,37 1 1 
2 325,65 327,31 0,51 327,30 0,51 1 1 
3 450,82 447,63 0,71 447,59 0,72 1 1 
4 599,07 598,00 0,18 597,81 0,21 1 1 
5 829,77 831,45 0,20 831,40 0,20 1 1 
6 1059,83 1068,13 0,78 1068,12 0,78 1 1 
7 1400,01 1403,87 0,28 1403,77 0,27 1 1 
8 1498,53 1499,07 0,04 1498,53 0,00 1 1 
 
Na Tabela 5.30 apresenta-se o valor médio da constante de rigidez para cada rebite (Eq. 
(5.3)) e para cada elemento (Eq. (5.4)), assim como valor da constante de rigidez da junta (Eq. 
(5.1)), obtidos após updating, usando rebites de 4,8 mm de diâmetro. 
Tabela 5.30 – Valores de constante de rigidez obtidos após updating dos modelos de elementos finitos 
para os quatro tipos de juntas rebitadas com rebites de 4,8 mm de diâmetro, em que o rebite é modelado 
com oito elementos mola-amortecedor. 
Propriedade Unidades Valor 1 Rebite 2 Rebites 3 Rebites 5 Rebites 
−
ue
k  
[N/m] 
5,8x107 52,3x107 51,4x107 58,2x107 
−
ur
k  
46,4x107 
418,6x107 411,5x107 465,4x107 
uj
k  837,1x107 1234,5 x107 2326,9 x107 
 
Os resultados mostram que os modelos elementos finitos construídos com oito 
elementos mola-amortecedor por rebite permitem obter a melhor representação 
relativamente aos respetivos modelos experimentais com um, dois, três e cinco rebites, 
como se pode observar nas Figuras 5.6, 5.7 e 5.8, verificando-se essa tendência para os 
três tipos de rebites usados. 
 
5.5 – Conclusões 
Neste capítulo, vários modelos de elementos finitos simplificados de juntas 
rebitadas são estudados e avaliados. A avaliação é efetuada com base na comparação 
entre as características modais desses modelos, após aplicado o processo de updating, e 
os respetivos modelos experimentais. Com base nos resultados obtidos conclui-se que 
as juntas rebitadas com oito elementos mola-amortecedor por rebite apresentam a 
diferença relativa percentual média (DRPM) mais baixa entre o modelo de elementos 
finitos e o modelo experimental. 
Melhoramento de Modelos Dinâmicos de Elementos Finitos Identificados Experimentalmente 
156 
A metodologia de melhoramento de modelos de elementos finitos pôde ser 
aplicada com sucesso para obtenção da constante de rigidez das molas do elemento 
mola-amortecedor que compõem o rebite para cada caso de estudo. Para cada caso foi 
obtida, como seria de esperar, uma constante de rigidez diferente. Esses valores serão 
tratados no capítulo seguinte no sentido de obter uma equação que defina a constante de 
rigidez para modelos de juntas rebitadas. 
Verificou-se que o amortecimento nos modelos estudados é muito baixo, 
caraterístico de sistemas do tipo sub-amortecido, pelo que pôde ser desprezado. 
O modelo proposto, com oito elementos mola-amortecedor por rebite, permite 
também boa eficiência computacional devido à simplicidade do tipo de elementos 
usados. 
Contudo, os valores obtidos para a constante de rigidez das molas do elemento 
mola-amortecedor para o caso de estudo com rebites de 4,0 mm (Tipo 2), que envolve as 
placas PL1 e PL2 do Lote 2, poderiam ter sido um pouco diferentes se a 
representatividade entre as placas modeladas em elementos finitos e as respetivas placas 
físicas fosse mais robusta. Essa diferença entre o modelo em elementos finitos e o 
modelo físico, provoca que o processo de updating, relativamente à constante de rigidez 
das molas, compense a diferença inicial entre os modelos das placas com os valores 
obtidos para a constante. Para isso ter sido evitado, era necessário que se tivesse 
aumentado a representativiade entre o modelo de elementos finitos e o modelo físico por 
via do processo de updating individual às placas em elementos finitos, mesmo que após 
o updating, as placas PL1 e PL2 apresentassem, possivelmente, propriedades físicas e 
mecânicas sem significado real.  
 
 CAPÍTULO 6 – UM MODELO ANALÍTICO PARA 
REPRESENTAR MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS 
SIMPLIFICADOS DE JUNTAS REBITADAS EM 
DINÂMICA DE ESTRUTURAS 
 
No capítulo anterior foi estudada uma forma de representar uma ligação rebitada 
em elementos finitos utilizando elementos mola-amortecedor, e foram identificados os 
parâmetros adequados para esses elementos. Neste capítulo apresenta-se uma nova 
abordagem analítica para representação simplificada de juntas rebitadas em elementos 
finitos na análise dinâmica de estruturas, com vista a sistematizar a parametrização das 
juntas rebitadas em modelos de elementos finitos. A nova abordagem compreende o 
desenvolvimento matemático de uma equação geral que permite definir o valor da 
constante de rigidez da mola dos elementos mola-amortecedor. 
Faz-se uso dos valores das constantes de rigidez das molas obtidos por updating, 
no Capítulo 5, para quantificar a área de material afetado, ou seja, a área de distribuição 
de tensões, devido aos carregamentos de compressão provocados pelos rebites no 
material das peças unidas. Com base no valor da área afetada para caso de estudo do 
Capítulo 5, é desenvolvida a equação geral para determinar a área de material afetado, e 
consequentemente é deduzida a equação geral para determinar a constante de rigidez dos 
elementos mola-amortecedor, em função das condições dos modelos de juntas rebitadas. 
O novo modelo analítico é depois aplicado a vários casos de estudo, incluindo 
um modelo de uma viga em caixão, conclui-se que novo modelo analítico consegue 
produzir valores de constante de rigidez, para juntas rebitadas, com elevada fiabilidade, 
uma vez que se verifica uma correlação de mais de 94% entre os valores das frequências 
naturais do modelo experimental e do modelo de elementos finitos, para todos os casos 
de estudo apresentados. Pela análise e comparação entre os modos de vibração do 
modelo experimental e do modelo de elementos finitos da viga em caixão, observa-se 
uma boa correlação entre os dois modelos. 
 
6.1 – Introdução 
Como já referido anteriormente, é importante definir o valor da constante de 
rigidez das juntas, de modo a que estas sejam bem representadas em modelos de 
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elementos finitos. Não obstante, o trabalho desenvolvido e apresentado no Capítulo 5 
poder contribuir para a idealização simplificada de rebites com recurso a elementos 
mola-amortecedor, os valores das constantes de rigidez obtidas para esses elementos, e 
consequentemente para a junta rebitada, são específicos dos casos de estudo 
apresentados, não permitindo de maneira geral extrapolar para outros casos. Assim, 
pretende-se desenvolver uma equação geral que defina a constante de rigidez desse tipo 
de juntas. 
Os valores das constantes de rigidez obtidos por updating para os casos de 
estudo com rebites de diâmetro de 3,2 mm, 4,0 mm e 4,8 mm, são usados nesse 
desenvolvimento para quantificar, através de uma equação matemática, a área de 
material afetado devido à força que os rebites exercem por unidade de área, ou seja, a 
área na qual se distribuem as tensões provocadas pela rebitagem. O desconhecimento 
desse parâmetro contribui em parte para a dificuldade em determinar a constante de 
rigidez de juntas de qualquer tipo, seja ela rebitada, aparafusada, soldada ou colada. Já 
vários autores se debruçaram sobre a pesquisa da distribuição de tensões numa junta 
rebitada. O trabalho de Atre (2006) é apenas um exemplo. O autor analisa a distribuição 
de tensões em modelos de elementos finitos tridimensionais e conclui que com a 
correcta aplicação das ferramentas de elementos finitos a distribuição de tensões pode 
ser obtida com precisão. Contudo o problema acresce nos casos em que a junta possui 
mais que um rebite, e existe a interferência de um rebite sobre o outro, dependendo da 
distância entre eles. O mesmo autor faz referência a outros trabalhos em que os autores 
salientam a complexidade e dificuldade em quantificar a área afetada por tensões 
(Muller, 1995), (Langrande et. al, 2001), (Fitzgerald e Cohen, 1994), (Nepershin e 
Knigin, 1992), (Yarkovets, et. al, 1987), (Demina e Volkov, 1989) e (Ryzhova, 1994).   
 
Neste trabalho, um modelo matemático, descrito no sub-capítulo 6.3, é então 
desenvolvido e testado em vários casos de aplicação. É efetuada a análise modal 
experimental a todos os casos de estudo. 
No sub-capítulo 6.4 faz-se a descrição dos modelos de elementos finitos usados 
nesta fase, e no sub-capítulo 6.5 apresentam-se os resultados em forma de tabelas que 
comparam a diferença entre as oito primeiras frequências naturais do modelo 
experimental e do modelo de elementos finitos. Apresentam-se, no mesmo sub-capítulo, 
os oito primeiros modos de vibração obtidos experimentalmente, assim como os obtidos 
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por elementos finitos, para o caso de estudo de uma viga em caixão como exemplo de 
uma aplicação mais complexa. Após análise dos resultados conclui-se, no sub-capítulo 
6.6, que a nova abordagem e a equação desenvolvida consegue produzir valores de 
constante de rigidez, para juntas rebitadas, com elevada fiabilidade. 
 
6.2 – Procedimento Experimental 
Seguindo uma metodologia semelhante à seguida no capítulo anterior, 
apresenta-se neste sub-capítulo o procedimento experimental para obtenção dos dados 
de referência, dividido em duas fases. Em cada uma das fases se descreve os modelos 
usados a nível das suas propriedades geométricas e mecânicas, assim como o 
procedimento para a análise modal experimental. Os modelos usados na primeira fase 
são constituídos por duas placas unidas por diferentes números de rebites, enquanto na 
segunda fase os modelos usados são mais complexos, tendo por base uma viga em 
caixão. 
 
6.2.1 – Modelos de Juntas Rebitadas (Fase 1) 
Numa primeira fase efetuaram-se ensaios experimentais de análise modal a 
peças, cujo comportamento modal é depois usado como referência para comparação 
com os resultados obtidos por via numérica. Essas peças consistem em duas placas (uma 
placa superior, denominada por PL1 e uma placa inferior, denominada PL2) de 
alumínio, obtidas por corte a laser, interligadas por rebites. As placas estão unidas por 
meio de rebites de alumínio com diâmetro rd  de 3,2 mm (Tipo 1). São rebitadas oito 
amostras diferentes que representam juntas rebitadas com: 
- duas linhas de cinco rebites, como representado na Figura 6.1a (Amostra 1); 
- três linhas de cinco rebites, como representado na Figura 6.1b (Amostra 2); 
- quatro linhas de cinco rebites, como representado na Figura 6.1c (Amostra 3); 
- cinco linhas de cinco rebites, como representado na Figura 6.1d (Amostra 4); 
- uma linha de dez rebites, como representado na Figura 6.2a (Amostra 5); 
- uma linha de 20 rebites, como representado na Figura 6.2b (Amostra 6); 
- 19 rebites em ziguezague, como representado na Figura 6.3a (Amostra 7); 
- 23 rebites em ziguezague, como representado na Figura 6.3b (Amostra 8). 
 
O material usado nas amostras é proveniente do mesmo lote (Lote 5). O valor da 
espessura t  das placas é apresentado na Tabela 6.1. 
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Tabela 6.1 – Valores de espessura das placas PL1 e PL2 das amostras. 
   Valor 
Nomenclatura Símbolo Unidades Amostra 1/2/3/4 
Amostra 
5 
Amostra 
6 
Amostra 
7 
Amostra 
8 
PL1 
t  [m] 1,99x10
-3
 1,98x10-3 1,99x10-3 1,99x10-3 2,00x10-3 
PL2  2,01x10-3 1,98x10-3 1,99x10-3 1,99x10-3 2,00x10-3 
 
 
Figura 6.1 – Representação esquemática de um modelo com junta composta por: (a) duas linhas de cinco 
rebites (Amostra 1), (b) três de cinco rebites (Amostra 2), (c) quatro linhas de cinco rebites (Amostra 3) e 
(d) cinco linhas de cinco rebites (Amostra 4). 
 
 
Figura 6.2 – Representação esquemática de um modelo com junta composta por: (a) uma linha de dez 
rebites (Amostra 5) e (b) uma linha de vinte rebites (Amostra 6). 
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Figura 6.3 – Representação esquemática de um modelo com junta composta por: (a) 19 rebites em 
ziguezague (Amostra 7) e (b) 23 rebites em ziguezague (Amostra 8). 
 
As propriedades mecânicas, como o módulo de elasticidade no sentido 
transversal XE  (perpendicular à laminagem do material), no sentido longitudinal yE  
(paralelo à laminagem do material) e o coeficiente de Poisson yxυ  das placas PL1 e 
PL2, foram estimadas por meio de ensaios experimentais de tração, usando o mesmo 
equipamento apresentado no Capítulo 5. A massa específica ρ  das placas foi obtida 
pela divisão entre a massa e o volume das placas. Na Tabela 6.2 apresentam-se essas 
propriedades. Os valores apresentados para os módulos de elasticidade são a média dos 
valores obtidos de três ensaios efetuados a provetes provenientes do mesmo lote. 
Tabela 6.2 – Propriedades mecânicas das oito amostras retiradas do mesmo lote. 
Propriedade Unidades 
Valor 
Amostra 
1/2/3/4 Amostra 5 Amostra 6 Amostra 7 Amostra 8 
PL1 PL2 PL1 PL2 PL1 PL2 PL1 PL2 PL1 PL2 
XE  [Pa] 64,8x109 
yE  [Pa] 73,8x109 
yxυ  - 0,29 
ρ  [kg/m3] 2680 2687 2699 2703 2697 2688 2687 2701 2694 2687 
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6.2.2 – Modelos de Juntas Rebitadas (Fase 2) 
Nesta fase efetuaram-se ensaios experimentais de análise modal a vigas em 
caixão, e cujo comportamento modal foi usado como referência para comparação com 
os resultados obtidos por via numérica. As vigas em caixão são constituídas por duas 
metades (denominada por M1 e M2) de alumínio, obtidas por corte a laser, ligadas por 
rebites de alumínio com diâmetro rd  de 3,2 mm (Tipo 1). A viga caixão é rebitada em 
duas faces, com igual número de rebites em cada uma das faces. São rebitadas três 
amostras diferentes que representam juntas rebitadas com: 
- uma linha de 105 rebites por cada face, como representado na Figura 6.4 
(Amostra 9); 
- uma linha de 53 rebites por cada face, como representado na Figura 6.5 (Amostra 
10); 
- uma linha de 27 rebites por cada face, como representado na Figura 6.6 (Amostra 
11). 
 
Figura 6.4 – Representação esquemática do modelo da viga em caixão com 105 rebites por cada face. 
 
 
Figura 6.5 – Representação esquemática do modelo da viga em caixão com 53 rebites por cada face. 
 
 
Figura 6.6 – Representação esquemática do modelo da viga em caixão com 27 rebites por cada face. 
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O material usado é proveniente do mesmo lote (Lote 6). O valor da espessura t  
de M1 e M2 são apresentados na Tabela 6.3. 
Tabela 6.3 – Valores de espessura das duas meias metades. 
Nomenclatura Símbolo Unidades Valor Amostra 9/10/11 
M1 
t  [m] 1,97x10
-3
 
M2 1,97x10-3 
 
As propriedades mecânicas, como o módulo de elasticidade no sentido 
longitudinal XE  (paralelo à laminagem do material), no sentido transversal yE  
(perpendicular à laminagem do material) e o coeficiente de Poisson xyυ  (relação entre a 
deformação na direção transversal y  e a deformação na direção longitudinal x , 
quando é aplicada uma tensão na direção longitudinal) das metades M1 e M2, foram 
estimadas por meio de ensaios experimentais de tração, à semelhança dos casos já 
apresentados. A massa específica ρ  das placas foi obtida pela divisão entre a massa e o 
volume das duas metades que compõem a viga em caixão. Na Tabela 6.4 apresentam-se 
essas propriedades. 
Tabela 6.4 – Propriedades mecânicas do alumínio usado na viga em caixão. 
Propriedade Unidades 
Valor 
Amostra 9/10/11 
M1 M2 
XE  [Pa] 73,5x109 
yE  [Pa] 58,0x109 
xyυ  - 0,29 
ρ  [kg/m3] 2694 
 
Os testes são realizados em temperatura ambiente, cerca de 20 ºC, utilizando o 
equipamento LMS SCADAS® XSI para análise modal experimental. A viga é testada na 
condição próxima de livre no espaço, estando suspensa em dois pontos por meio de um 
fio de nylon de 350 mm de comprimento, de modo a não causar interferência no ensaio, 
como mostrado na Figura 6.7. A viga é submetida a uma vibração forçada provocada por 
um excitador (shaker) LDS® V203, cujas caraterísticas se apresentam no Anexo X, 
sendo a resposta medida com um acelerómetro triaxial PCB® 356A14 em 264 pontos. 
As caraterísticas do acelerómetro apresentam-se no Anexo XI. Um sensor de força, 
apresentado no Anexo XII, faz a leitura da força de entrada. Os dados são coletados no 
domínio do tempo (amplitude em função do tempo) e processados no software de 
análise modal LMS® de modo a serem convertidos para o domínio da frequência. As 
frequências naturais e amplitudes de cada ponto são obtidas a partir da curva ajustada da 
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Função de Resposta em Frequência (FRF). Os 264 pontos são os necessários de modo a 
ser possível representar graficamente com boa aproximação os oito primeiros modos 
vibração da viga. 
 
6.3 – Desenvolvimento Analítico 
 Depois de aplicado na junta, o rebite exerce carregamentos e constrangimentos 
nas peças que está a unir. Essa situação a que as peças unidas ficam sujeitas é análoga a 
uma viga constrangida nas duas extremidades sujeita a uma força F aplicada axialmente 
em cada uma dessas extremidades com sentidos opostos, como representado na Figura 
6.8. 
 
Figura 6.8 – Esquema de uma junta composta por duas peças a serem unidas com um rebite (Adaptado de 
Lexikon, Dicionário Online Caldas Aulete, 2015). 
 
 Devido à aplicação da força de compressão por unidade de área, tensões e 
deformações são induzidas no material das peças que compõem a junta. Por 
simplicidade, é usual assumir-se que a área do material da peça afetado mA  por tensões 
e deformações corresponde à secção transversal de um cilindro oco dada por 
( )
4
22
r
m
dD
A
−
=
pi
, (6.1) 
em que D  é o diâmetro da cabeça do rebite e rd  é o diâmetro do corpo do rebite, como 
representado na Figura 6.8. 
 No entanto essa assunção é apenas uma aproximação à realidade. Um exemplo 
mais realista de como a tensão se distribui no material para uma montagem ideal em que 
um carregamento é axial e uniforme nas duas extremidades do rebite, é apresentado na 
Figura 6.9. 
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Figura 6.9 – Análise em elementos finitos da distribuição de tensões e deformações no material, 
correspondente uma ligação com um rebite. 
 
 A Figura 6.10 mostra o modelo a duas dimensões em elementos finitos com os 
carregamentos e condições de fronteira, com o qual se pretende simular essa distribuição 
de tensões, apresentada na Figura 6.8. É simulado o caso de duas peças sobrepostas, com 
2 mm de espessura cada uma, unidas por um rebite de alumínio com rd  de 3,2 mm e D  
de 6,2 mm. O rebite não está representado, uma vez que se pretende apenas a 
distribuição de tensões no material devido aos esforços de compressão que o rebite 
provoca no mesmo. Assim, uma carga vertical unitária F  distribuída é aplicada na peça 
superior e na peça inferior com a mesma magnitude, conforme mostra a Figura 6.10. A 
carga unitária F está distribuída numa superfície correspondente à área da coroa circular 
da cabeça do rebite, e admite-se que se distribui uniformemente na área de contacto e é 
igual nas duas peças. Os nós da superfície da parede lateral, que na realidade está em 
contacto com o corpo do rebite, são restringidos na direção perpendicular ao seu eixo, 
uma vez que o rebite se expande nessa direção, não permitindo o deslocamento da 
parede. É também imposta uma restrição perpendicular e paralela ao eixo do rebite na 
peça inferior conforme mostra a Figura 6.10. É usado um elemento plano, de 4 nós por 
elemento (PLANE182), com dimensões de 0,5x0,5 mm. Efetivamente este tipo de 
problema tridimensional tem uma geometria e carregamento simétrico em relação a um 
eixo, possibilitando a utilização de elementos bidimensionais axi simétricos como é o 
caso do elemento PLANE182. 
 
Figura 6.10 – Modelo de elementos finitos para análise estática correspondente a uma junta de ligação 
composta por um rebite. 
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 A Figura 6.9 mostra assim a secção da área de influência provocada por um 
rebite sobre o material, consequente da análise estática ao modelo apresentado na Figura 
6.10. A distribuição de tensões apresentada na Figura 6.9 é análoga à apresentada no 
trabalho de Budynas e Nisbett (2011), que estudaram uma junta aparafusada. 
 
 Analisando o problema do ponto de vista estático, e aplicando os conceitos 
apresentados no sub-capítulo 2.1, aos casos de juntas rebitadas aqui abordados, o 
material das placas em série fica sujeito à compressão que o rebite exerce após aplicado. 
Essa situação é análoga a molas em série sujeitas à compressão, pelo que se pode 
escrever que 
∑
=
=
p
m
n
p peq kk 1
11
, (6.7) 
em que 
meq
k  é o valor da constante de rigidez equivalente do material afetado e pk  
representa a constante de rigidez da ésimap −  peça na junta rebitada e pn  é o número 
de peças em série na junta rebitada. 
Desenvolvendo a Eq. (6.7) para duas peças em série (placa superior PL1 e placa 
inferior PL2) podemos escrever 
2
2
1
1 21
111
t
AE
t
AEk aaeqm
×
+
×
= , (6.8) 
ou 
21
111
2
2
1
1
aaeq AE
t
AE
t
k
m
×+×= , (6.9) 
em que 1t  e 2t  correspondem respetivamente à espessura da placa superior PL1 e 
inferior PL2, e que tem correspondência com L  na Eq. (6.6), e 1E  e 2E  correspondem 
ao módulo de elasticidade na direção da espessura da placa superior PL1 e inferior PL2, 
respetivamente. Neste trabalho, assume-se que o módulo de elasticidade na direção da 
espessura é igual ao módulo de elasticidade na direção perpendicular à laminagem do 
material. Assume-se também que 
1a
A
 e 
2a
A
 é a área de material afetado, na placa 
superior PL1 e na placa inferior PL2, respetivamente. Por observação da Figura 6.9, 
Capítulo 6 – Um Modelo Analítico para Representar Modelos de Elementos Finitos Simplificados de Juntas Rebitadas em 
Dinâmica de Estruturas 
167 
considera-se que 
21 aa
AA = , pelo que a área afetada passa então a ser denotada por aA . A 
Eq. (6.9) pode assim ser escrita na seguinte forma 
aeq AE
t
E
t
k
m
11
2
2
1
1 ×





+= , (6.10) 
e que resolvendo em ordem a aA  vem 
( )
meqa
k
E
t
E
t
A ×





+=
2
2
1
1
. (6.11) 
Por outro lado o próprio corpo do rebite com diâmetro rd  está também sujeita a 
esforços e vai sofrer um deslocamento, pelo que possui também uma constante de 
rigidez, aqui denotada por hk , e é dada por 
t
r
h
L
dE
k
×
××
=
4
2pi
, (6.12) 
em que tL  corresponde  à soma da espessura t  das placas envolvidas. 
 
Voltando ao caso em estudo, o valor de 
uj
k  obtido por updating, e apresentado 
nas Tabelas 5.9, 5.15 e 5.20 do Capítulo 5, para os casos de estudo com rebites de 
diâmetro de 3,2 mm, 4,0 mm e 4,8 mm, respetivamente, vai ser agora usado para 
determinar a área de material afetado em função do número de rebites na junta. No 
entanto o valor de 
uj
k , corresponde ao valor da constante de rigidez que engloba o 
material afetado 
meq
k  e o rebite hk . Assim, ao valor de ujk  não deve incluir o valor de 
hk , calculado pela Eq. (6.12), de modo a se obter apenas o valor da constante de rigidez 
equivalente do material afetado 
meq
k . A abordagem é idealizar uma junta rebitada como 
um par de molas em paralelo. Uma mola representa o rebite e a outra representa o 
material afetado (Brown et al., 2008), tal que 
rheqj nkkk mu ×+= . (6.13) 
em que rn  é o número de rebites na junta. 
Os valores de hk  são calculados e apresentados na Tabela 6.5 para os 12 casos 
de estudo apresentados no Capítulo 5. Para o módulo de elasticidade do rebite em 
alumínio é atribuído o valor convencional de 70 GPa. 
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Tabela 6.5 – Valores de hk  para cada caso de estudo. 
Caso de Estudo hk  [N/m] 
1 Rebite de rd = 3,2 mm 14,3x107 
1 Rebite de rd = 4,0 mm 20,9x107 
1 Rebite de rd = 4,8 mm 33,2x107 
2 Rebites de rd = 3,2 mm 28,6x107 
2 Rebites de rd = 4,0 mm 41,8x107 
2 Rebites de rd = 4,8 mm 66,4x107 
3 Rebites de rd = 3,2 mm 42,9x107 
3 Rebites de rd = 4,0 mm 62,7x107 
3 Rebites de rd = 4,8 mm 99,6x107 
5 Rebites de rd = 3,2 mm 71,5x107 
5 Rebites de rd = 4,0 mm 104,5x107 
5 Rebites de rd = 4,8 mm 167,0x107 
 
Reescrevendo a Eq. (6.12) e usando a Eq. (6.13), vem 
( )rhja nkk
E
t
E
t
A
u
×−×





+=
2
2
1
1
. (6.14) 
Por aplicação da Eq. (6.14) a área de material afetado aA  é obtida para os 12 
casos de estudo do Capítulo 5, e o seu valor é apresentado na coluna 5 da Tabela 6.6. Na 
coluna 4 da mesma tabela são apresentados os valores da relação de área r . A relação de 
área r  é obtida pela divisão entre uma área definida pelo diâmetro rd  do corpo do 
rebite e o número rn  de rebites na junta, dada por rr n
d
××
4
2
pi , e uma área definida 
pelo comprimento l  da junta e uma largura w  correspondente ao diâmetro rd  do 
corpo do rebite, dada por wl ×  ou rdl × . A relação de área r  pode então ser escrita 
em função de 
l
nd
r rr
×
××
=
4
pi
. (6.15) 
A utilização da variável correspondente ao diâmetro rd  para definir a relação de 
área prende-se com o facto de ser o parâmetro dimensional mais comummente usado 
para identificar um rebite. 
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Tabela 6.6 – Dados obtidos em condições experimentais para cada caso de estudo. 
Caso de Estudo 
r
r n
d
××
4
2
pi
 [m2] rdl ×  [m2] 
r  aA  Experimetal [m2] 
1 Rebite de rd  = 3,2 mm 0,000008 0,00015 0,053 0,0000018 
1 Rebite de rd  = 4,0 mm 0,000012 0,00019 0,064 0,0000060 
1 Rebite de rd  = 4,8 mm 0,000019 0,00023 0,081 0,0000086 
2 Rebites de rd  = 3,2 mm 0,000016 0,00015 0,105 0,0000138 
2 Rebites de rd  = 4,0 mm 0,000024 0,00019 0,128 0,0001633 
3 Rebites de rd  = 3,2 mm 0,000024 0,00015 0,158 0,0004615 
2 Rebites de rd  = 4,8 mm 0,000038 0,00023 0,161 0,0005005 
3 Rebites de rd  = 4,0 mm 0,000036 0,00019 0,193 0,0006058 
3 Rebites de rd  = 4,8 mm 0,000057 0,00023 0,242 0,0007370 
5 Rebites de rd  = 3,2 mm 0,000040 0,00015 0,263 0,0009133 
5 Rebites de rd  = 4,0 mm 0,000060 0,00019 0,321 0,0010798 
5 Rebites de rd  = 4,8 mm 0,000094 0,00023 0,403 0,0012746 
 
 A partir da Tabela 6.6, pode ser construído o gráfico da Figura 6.11 em função de 
aA  e r . 
 
Figura 6.11 – Gráfico obtido a partir de dados experimentais que relaciona a área de material 
afetado aA com a relação de área r  para todos os casos de estudo apresentados. 
 
 Os três primeiros casos da Tabela 6.6 não são incluídos no gráfico, pois são casos 
em que apenas é usado um rebite, e para os quais a constante de rigidez da junta pode ser 
determinada com boa aproximação por 
jk
t
a
L
dE
r
×
××
=
4
2pi
, (6.16) 
considerando que a área A  envolvida corresponde à secção transversal de um cilindro 
com diâmetro 
ra
d , como representado na Figura 6.12. Assim, considera-se que uma 
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representação mais realista da área sujeita a compressão envolvendo as duas placas 
possa ser definida pelo diâmetro 
ra
d . 
 
Figura 6.12 – Representação esquemática de uma ligação rebitada. 
 
 Na Tabela 6.7 apresenta-se a comparação entre os valores de jk  obtidos por via 
analítica, usando a Eq. (6.16), e os valores obtidos experimentalmente por via do 
processo de updating, para os três primeiros casos. Para obtenção dos valores de 
ra
d , 
apresentados na Tabela 6.7, são efetuados os seguintes passos: 
 1º - Remoção do rebite da junta; 
 2º - Medição do novo valor do diâmetro rd , aqui denotado por 'rd , devido à 
expansão do corpo do rebite no furo de alojamento, tal que 'rd  = fd  medido nas peças, 
como explicado no sub-capítulo 5.2; 
 3º - Observação do rebite ao microscópio ótico a uma ampliação de 100X e 
obtenção de imagens, apresentadas nas Figuras 6.13-6.15, do corpo do rebite 
deformado; 
 4º - Fazer a equivalência entre 500 µm e o número de pixéis nas imagens obtidas 
a uma ampliação de 100X, sendo que 500 µm correspondem a 852 pixéis com a imagem 
a 100% no software Paint; 
 5º - Medir os pixéis correspondentes na zona deformada em 6 locais diferentes, 
converter para micrómetros e obter a média; 
 6º - Obter o valor de 
ra
d  pela soma de 'rd  com duas vezes o valor obtido na 
medição efetuada no passo 5. 
 Observa-se pela Tabela 6.7, uma boa correlação entre os valores analíticos e os 
valores experimentais de jk , para os três casos de estudo, pelo que se pode concluir que 
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a área de material sujeito a compressão pode ser bem definida usando o valor do 
diâmetro 
ra
d . 
 
Figura 6.13 – Deformação ocorrida no rebite de rd = 3,2 mm. 
 
 
Figura 6.14 – Deformação ocorrida no rebite de rd = 4,0 mm. 
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Figura 6.15 – Deformação ocorrida no rebite de rd = 4,8 mm. 
 
Tabela 6.7 – Comparação entre os valores de jk  obtidos por via analítica e experimental. 
Caso de Estudo rd  [mm] 
ra
d  
[mm] 
jk Analítico 
[N/m] 
jk Experimental ( ujk ) 
[N/m] 
Diferença 
[%] 
Rebite de rd  = 3,2 mm 3,2 3,5 17,1x107 17,3x107 1,2 
Rebite de rd  = 4,0 mm 4,0 4,5 30,3x107 30,1x107 0,7 
Rebite de rd  = 4,8 mm 5,1 5,5 41,9x107 46,4x107 9,7 
  
A partir do gráfico da Figura 6.11 observa-se que os dados experimentais estão 
próximos do modelo da regressão logarítmica. Esta regressão foi obtida com o software 
Microsoft Excel, recorrendo ao método dos mínimos quadrados. O coeficiente de 
determinação 2R , que mede a qualidade do ajuste do modelo de regressão em relação 
aos dados experimentais, é de aproximadamente 0,99, o que significa que 99% do valor 
da variável dependente ( aA  ) consegue ser explicado pelo modelo de regressão obtido. 
Assim, a equação que permite determinar a área afetada aA  em função da relação de 
área r  é dada por 
( ) 00213,0ln00093,0 += rAa , (6.17) 
ou, substituindo a Eq. (6.15) na Eq. (6.17), 
00213,0
4
ln00093,0 +





×
××
=
l
nd
A rra
pi
. (6.18) 
Se substituirmos os valores de r  da Tabela 6.6 na Eq. (6.17), podemos obter o 
valor da área afetada calculada analiticamente e comparar, como apresentado na Tabela 
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6.8, com a área afetada obtida experimentalmente, usando o Erro Quadrático Médio 
(EQM), calculado com dn  pares de dados e definido por 
( )∑
=
−=
dn
i
iaia
d
AAEA
n 1
21EQM , (6.19) 
em que iaEA  é a ésimai −  área afetada obtida experimentalmente e iaAA  é a 
ésimai − área afetada calculada analiticamente usando a Eq. (6.17). Por exemplo, neste 
caso tem-se 9=dn . 
Tabela 6.8 – Comparação entre a área afetada calculada analiticamente, usando a Eq. (6.17), e a área 
afetada obtida experimentalmente. 
aA  Experimental [m2] aA  Analítica [m2] ( )2AAEA aa −  
0,0000018 0,000037 5,30242x10-10 
0,0000060 0,000221 3,31228x10-9 
0,0000086 0,000414 2,26758x10-9 
0,0000138 0,000433 4,53845x10-9 
0,0001633 0,000598 6,17974x10-11 
0,0004615 0,000810 5,36094x10-9 
0,0005005 0,000889 5,92301x10-10 
0,0006058 0,001073 4,70225x10-11 
0,0007370 0,001285 1,12683x10-10 
EQM 1,86925x10-9 
 
Por aplicação da Eq. (6.19), e consultando a Tabela 6.8, pode-se observar um 
EQM  muito pequeno entre a área afetada obtida experimentalmente e a área afetada 
analítica obtida por aplicação de (6.16), pelo que, uma vez mais, se pode considerar que 
a equação obtida por regressão logarítimica produz resultados muito próximos dos 
experimentais. 
É conveniente referir que a Eq. (6.18) representa a área de material afetado aA  
pelo comprimento l  da junta, em que nos casos de estudo, apresentados na Tabela 6.6, é 
sempre igual a 0,0477 m, como se pode observar na Figura 5.1a. O que significa que 
para obter a área de material afetado para outros comprimentos de junta, esse valor terá 
de ser extrapolado, de tal forma que a área de material afetado extrapolada 
ea
A é dada 
por 
0477,0
00213,0
4
ln00093,0 





+





×
××
×
=
l
nd
l
A
rr
ae
pi
 (6.20) 
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Substituindo a Eq. (6.14) na Eq. (6.20) e assumindo que  aA , obtida por meio 
experimental, é agora a 
ea
A teórica, e que 
uj
k , obtida por updating, é agora a jk  teórica, 
vem 
( )
0477,0
00213,0
4
ln00093,0
2
2
1
1






+





×
××
×
=×−×





+
l
nd
l
nkk
E
t
E
t
rr
rhj
pi
 (6.21) 
 
e a partir da qual se pode escrever a equação que permite determinar por meio analítico a 
constante de rigidez da junta rebitada jk , como 
rh
rr
j nk
E
t
E
t
l
nd
l
k ×+






+×






+





×
××
×
=
2
2
1
10477,0
00213,0
4
ln00093,0 pi
. (6.22) 
Se dividirmos jk  pelo número rn  de rebites que compõe a junta obtém-se a 
constante de rigidez de cada rebite rk  
h
r
rr
r k
E
t
E
t
n
l
nd
l
k +






+××






+





×
××
×
=
2
2
1
10477,0
00213,0
4
ln00093,0 pi
. (6.23) 
Se dividirmos rk  pelo número en  de elementos mola-amortecedor, obtemos a 
constante de rigidez de cada elemento ek  
8
3816,0
00213,0
4
ln00093,0
2
2
1
1
h
r
rr
e
k
E
t
E
t
n
l
nd
l
k +






+××






+





×
××
×
=
pi
, (6.24) 
sendo que 8, que consta no denominador da segunda parcela da Eq. (6.24), é o número 
ideal de elementos mola-amortecedor para representar um rebite, como concluído no 
Capítulo 5. 
 Para o caso da junta rebitada possuir apenas um rebite, a constante de rigidez do 
elemento mola-amortecedor é dado por 
ek
t
a
L
dE
r
×
××
=
32
2pi
. (6.25) 
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6.4 – Aplicação da Nova Abordagem a Vários Casos de Estudo 
 Neste sub-capítulo é apresentada a aplicação da nova abordagem a vários casos 
de modelos com juntas rebitadas. É aplicada a Eq. (6.24) para determinar o valor da 
constante de rigidez de cada elemento ek . O valor é atribuído a cada elemento 
mola-amortecedor que compõem o rebite no modelo de elementos finitos. É efetuado o 
ensaio experimental, como referido no sub-capítulo 6.2, e os resultados obtidos são 
comparados com os resultados obtidos da análise aos modelos de elementos finitos. 
 
6.4.1 – Modelação em Elementos Finitos dos Casos de Estudo para Validação 
Os modelos de elementos finitos usados para validação da abordagem 
desenvolvida são construídos utilizando o ANSYS® Parametric Design Language 
(APDL), com as mesmas propriedades geométricas e mecânicas dos modelos 
experimentais, como apresentado nas Tabelas 6.1 e 6.2 (Fase 1) e Tabelas 6.3 e 6.4 (Fase 
2).  
Os modelos são criados com elementos de casca (SHELL63). A dimensão do 
elemento de casca é de 0,003x0,003 m. O rebite é construído com oito elementos 
mola-amortecedor, que combinam mola e amortecedor (COMBIN14), como 
representado na Figura 5.2c, do Capítulo 5. O amortecimento em materiais metálicos 
como o alumínio é considerado insignificante, como já comprovado no Capítulo 5, pelo 
que pode ser desprezado, não sendo assim considerado no elemento mola-amortecedor. 
Por aplicação da Eq. (6.24) é determinado o valor da constante de rigidez da mola. 
 
No caso particular de uma junta rebitada ser composta por mais do que uma linha 
de rebites, deve ser primeiro aplicada a Eq. (6.22) a uma linha de cada vez em função do 
número rn  de rebites que compõe a linha. Para obter o valor total de constante de 
rigidez da junta jk , o valor obtido pela aplicação de (6.22) em cada linha deve ser 
somado, uma vez que as linhas de rebites estão em paralelo.  
Nas Tabelas 6.9 e 6.10 apresentam-se os valores da constante de rigidez da mola 
ek  por cada elemento para todos os casos de estudo da Fase 1 e 2, respetivamente. 
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Tabela 6.9 – Propriedades atribuídas aos rebites modelados em elementos finitos para as amostras de 1 a 8. 
   
Amostra 
1/2/3/4 
Amostra 
5 
Amostra 
6 
Amostra 
7 
Amostra 
8 
Propriedade Símbolo Unidades Valor 
Constante de 
Rigidez por cada 
Elemento 
Mola-Amortecedor 
ek  [N/m] 37,8x107 38,1x107 38,0x107 31,1x107 37,2x107 
Massa do Rebite de 
rd = 3,2 mm 
m  [kg] 2,5x10-4 
 
O caso da amostra 11, correspondente à viga em caixão constituída por 27 rebites 
por cada face, como apresentado na Figura 6.6, merece atenção especial pela sua 
particularidade. Se for aplicada a Eq. (6.15) para esse caso, obtém-se um valor de 
relação de área r  de aproximadamente 0,07. Se consultarmos a Tabela 6.6, facilmente 
percebemos que para o caso da amostra 11 a constante de rigidez da junta não pode ser 
calculada pela nova equação, pois esta apenas produz valores de área afetada positivos 
para valores de r  superiores a aproximadamente 0,105. Por outro lado, isso significa 
que a distância entre os rebites é tal (38, 2 mm, como pode ser observado na Figura 6.6) 
que a influência entre eles não é significativa. Assim a constante de rigidez de um rebite 
da amostra 11 é calculado por aplicação de (6.16), que multiplicado por rn permite 
obter o valor da constante de rigidez da junta, em que neste caso 27=rn . Por sua vez o 
valor da constante de rigidez da mola do elemento mola-amortecedor é obtido por 
aplicação de (6.25), em que para um rebite com rd = 3,2 mm, o valor de rad é em média 
3,5 mm. 
Tabela 6.10 – Propriedades atribuídas aos rebites modelados em elementos finitos para as amostras de 9 a 
11. 
   Amostra 9 Amostra 10 Amostra 11 
Propriedade Símbolo Unidades Valor 
Constante de Rigidez por 
cada Elemento 
Mola-Amortecedor 
ek  [N/m] 34,5x107 20,3x107 2,1x107 
Massa do Rebite de rd = 
3,2 mm 
m  [kg] 2,5x10-4 
 
A massa do rebite do tipo de rebite (Tipo 1, em que rd  = 3,2 mm) usado nas 
amostras apresentadas neste capítulo, obtida por pesagem (2,5x10-4 kg), é dividida 
pontualmente pelos nós que interligam as duas placas por meio dos elementos 
mola-amortecedor, e é modelada com elementos de massa (MASS21). A Figura 6.16a 
apresenta a viga em caixão (Amostra 9) em modelo de elementos finitos construída com 
base na nova abordagem apresentada. 
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Figura 6.16 – (a) Modelo de elementos finitos da viga em caixão com junta de 105 rebites em cada face, 
unida por elementos mola-amortecedor e (b) modelo de elementos finitos da viga em caixão com áreas 
sobrepostas para simular uma junta rígida. 
 
Para comparar a representação de junta rebitada simplificada desenvolvida neste 
trabalho com uma peça idealmente construída sem ligações, é criado um modelo de 
elementos finitos da viga em caixão com junta de ligação rígida. A viga é modelada com 
as mesmas propriedades geométricas e mecânicas do modelo experimental, e com 
elementos de casca (SHELL63) de dimensão 0,003x0,003 m. A junta de ligação rígida é 
reproduzida pela sobreposição de duas áreas com secção de valor igual a 12,72x1000 
mm2, conforme se pode verificar na Figura 6.4. A Figura 6.16b mostra a viga em caixão 
modelada em elementos finitos para simulação da junta rebitada rígida. 
 
6.5 – Resultados Obtidos 
 As Tabelas 6.11-6.21 mostram as diferenças percentuais entre as oito primeiras 
frequências naturais do modelo de referência/experimental (coluna 2) e do modelo de 
elementos finitos (coluna 3) que representam as amostras 1-11. As tabelas mostram 
também a diferença relativa percentual média obtida pela aplicação da Eq. (3.9). 
 Para o caso da Tabela 6.19, relacionada com a viga em caixão com duas juntas 
rebitadas de 105 rebites cada, é ainda efetuada uma comparação entre o modelo de 
elementos finitos construído seguindo a nova aboradgem e o modelo de elementos 
finitos em que se considera a junta de ligação rígida. 
Tabela 6.11 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos que representa a amostra 1 com duas linhas de cinco rebites (Figura 
6.1a). 
Modo Frequência de Referência [Hz] Frequência Numérica [Hz] Diferença [%] 
1 117,96 117,28 0,57 
2 348,83 350,92 0,60 
3 462,52 473,00 2,27 
4 649,66 647,08 0,40 
5 845,77 874,19 3,36 
6 1117,82 1131,44 1,22 
7 1470,28 1495,54 1,72 
8 1626,33 1634,33 0,49 
Diferença Relativa Percentual Média 1,33 
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Tabela 6.12 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos que representa a amostra 2 com três linhas de cinco rebites (Figura 6.1b). 
Modo Frequência de Referência [Hz] Frequência Numérica [Hz] Diferença [%] 
1 127,71 124,85 2,24 
2 368,00 371,44 0,94 
3 497,62 495,97 0,33 
4 697,41 683,62 1,98 
5 853,44 876,14 2,66 
6 1171,18 1186,21 1,28 
7 1571,38 1559,26 0,77 
8 1783,00 1747,82 1,97 
Diferença Relativa Percentual Média 1,52 
 
Tabela 6.13 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos que representa a amostra 3 com quatro linhas de cinco rebites (Figura 
6.1c). 
Modo Frequência de Referência [Hz] Frequência Numérica [Hz] Diferença [%] 
1 140,57 133,48 5,04 
2 388,95 391,77 0,73 
3 532,73 520,46 2,30 
4 760,63 727,87 4,31 
5 865,50 884,66 2,21 
6 1229,10 1236,07 0,57 
7 1676,13 1621,00 3,29 
8 1976,92 1874,42 5,18 
Diferença Relativa Percentual Média 2,95 
 
Tabela 6.14 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos que representa a amostra 4 com cinco linhas de cinco rebites Figura 
6.1d). 
Modo Frequência de Referência [Hz] Frequência Numérica [Hz] Diferença [%] 
1 157,57 143,95 8,64 
2 412,30 414,76 0,60 
3 576,27 552,80 4,07 
4 844,42 786,19 6,90 
5 888,03 907,05 2,14 
6 1301,13 1290,63 0,81 
7 1802,72 1684,32 6,57 
8 1993,87 2024,14 1,52 
Diferença Relativa Percentual Média 3,91 
 
Tabela 6.15 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos que representa a amostra 5 com dez rebites em linha (Figura 6.2a). 
Modo Frequência de Referência [Hz] Frequência Numérica [Hz] Diferença [%] 
1 118,52 114,72 3,20 
2 238,38 231,30 2,97 
3 337,95 334,26 1,09 
4 465,97 452,82 2,82 
5 636,51 621,19 2,41 
6 801,05 786,65 1,80 
7 1093,62 1076,35 1,58 
8 1100,36 1088,57 1,07 
Diferença Relativa Percentual Média 2,12 
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Tabela 6.16 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos que representa a amostra 6 com 20 rebites em linha (Figura 6.2b). 
Modo Frequência de Referência [Hz] Frequência Numérica [Hz] Diferença [%] 
1 117,38 113,76 3,08 
2 118,89 118,66 0,19 
3 261,42 253,86 2,89 
4 348,73 294,74 15,48 
5 398,45 391,02 1,86 
6 500,38 493,54 1,37 
7 653,31 626,56 4,09 
8 777,99 761,77 2,08 
Diferença Relativa Percentual Média 3,88 
 
Tabela 6.17 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos que representa a amostra 7 com 19 rebites em ziguezague (Figura 6.3a). 
Modo Frequência de Referência [Hz] Frequência Numérica [Hz] Diferença [%] 
1 160,29 144,64 9,76 
2 412,49 410,36 0,52 
3 581,30 544,39 6,35 
4 859,21 783,48 8,81 
5 898,96 900,43 0,16 
6 1314,59 1286,17 2,16 
7 1821,68 1669,93 8,33 
8 1973,28 2012,20 1,97 
Diferença Relativa Percentual Média 4,76 
 
Tabela 6.18 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos que representa a amostra 8 com 23 rebites em ziguezague (Figura 6.3b). 
Modo Frequência de Referência [Hz] Frequência Numérica [Hz] Diferença [%] 
1 157,82 144,45 8,47 
2 414,62 412,53 0,50 
3 575,47 546,21 5,08 
4 850,10 783,09 7,88 
5 896,83 904,99 0,91 
6 1308,41 1291,27 1,31 
7 1809,18 1674,27 7,46 
8 1983,69 2013,36 1,50 
Diferença Relativa Percentual Média 4,14 
 
Tabela 6.19 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos que representa a amostra 9 com 105 rebites em linha por cada face 
(Figura 6.4), e considerando o modelo de elementos finitos com ligação rígida (Figura 6.12b). 
Modo 
Frequência de 
Referência 
[Hz] 
Frequência 
Numérica 
(Amostra 9) 
[Hz] 
Diferença 
(Amostra 9) 
[%] 
Frequência 
Numérica 
(Ligação Rígida) 
[Hz] 
Diferença 
(Ligação Rígida) 
 [%] 
1 46,62 45,09 3,28 42,41 9,03 
2 47,23 46,41 1,74 43,27 8,38 
3 65,96 66,13 0,25 65,55 0,63 
4 71,66 68,93 3,81 68,90 3,85 
5 84,76 78,60 7,27 79,94 5,69 
6 102,10 94,10 7,83 96,97 5,02 
7 109,98 96,76 12,02 98,46 10,47 
8 120,13 109,77 8,62 111,91 6,84 
Diferença Relativa Percentual Média 5,60  6,24 
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Tabela 6.20 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos que representa a amostra 10 com 53 rebites em linha por cada face 
(Figura 6.5). 
Modo Frequência de Referência [Hz] Frequência Numérica [Hz] Diferença [%] 
1 46,46 45,17 2,78 
2 46,90 46,50 0,84 
3 66,61 66,12 0,74 
4 71,75 68,97 3,88 
5 84,66 78,70 7,05 
6 101,27 94,30 6,89 
7 109,46 96,99 11,40 
8 120,34 110,09 8,52 
Diferença Relativa Percentual Média 5,26 
 
Tabela 6.21 – Comparação entre as 8 primeiras frequências naturais do modelo de referência/experimental 
e do modelo de elementos finitos que representa a amostra 11 com 27 rebites em linha por cada face 
(Figura 6.6). 
Modo Frequência de Referência [Hz] Frequência Numérica [Hz] Diferença [%] 
1 46,44 45,19 2,69 
2 46,69 46,53 0,34 
3 65,29 63,86 2,18 
4 70,47 66,87 5,11 
5 83,21 76,73 7,79 
6 100,07 91,86 8,20 
7 108,59 95,11 12,41 
8 118,37 107,60 9,10 
Diferença Relativa Percentual Média 5,98 
 
Analisando as Tabelas 6.11-6.21, verifica-se que os modelos numéricos de 
juntas rebitadas, construídos com base na nova abordagem desenvolvida, conseguem 
reproduzir com elevada aproximação o modelo experimental, onde se verifica uma 
correlação entre os valores das frequências naturais dos dois modelos de mais de 94% 
em todos os casos. Verifica-se que com o aumento de linhas de rebites na junta a 
diferença relativa percentual média entre os dois modelos aumenta ligeiramente, 
verificando-se também essa tendência para os casos em que a junta rebitada é em forma 
de ziguezague. 
Na Tabela 6.19 pode-se observar que no geral o modelo de elementos finitos 
com ligação rígida afasta-se mais do modelo experimental, relativamente ao modelo de 
elementos fintos construído sob a nova abordagem. No entanto a diferença mais 
expressiva reside nos valores da primeira e segunda frequência natural, onde a diferença 
entre o modelo experimental e o modelo de elementos finitos construído pela nova 
abordagem é de 3,29% para a primeira e 1,74% para a segunda frequência natural, 
equanto se compararmos a diferença entre o modelo experimental e o modelo de 
elementos finitos com junta rígida, esta é de 9,03% para a primeira e 8,38% para a 
segunda frequência natural. Esta observação assume elevada importância na medida em 
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que os primeiros modos de vibração são os mais relevantes a ter em conta no projeto de 
sistemas estruturais. 
Na Figura 6.17 e 6.18 são apresentadas os oito primeiros modos de vibração da 
viga em caixão em modelo de elementos finitos e do modelo experimental, 
respetivamente. 
 
Figura 6.17 – Oito primeiros modos de vibração da viga em caixão em modelo de elementos finitos. 
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Figura 6.18 – Oito primeiros modos de vibração da viga em caixão obtidos experimentalmente. 
 
Como se pode observar por comparação entre as Figuras 6.16 e 6.17, existe boa 
correlação entre os modos de vibração dos dois modelos, o que permite concluir que a 
aplicação da nova abordagem é fiável e robusta. 
 
6.6 – Conclusões 
Neste capítulo, é desenvolvido um modelo analítico assente numa equação que 
permite determinar o valor da constante de rigidez da mola ek  a atribuir aos elementos 
mola-amortecedor que simulam o rebite.  Esta abordagem aplica-se a modelos de juntas 
rebitadas em que os rebites se encontram uniformemente distribuidos. A equação 
desenvolvida está relacionada com a área de material sujeita a tensões e deformações 
provocadas pela força de compressão a que os rebites ficam sujeitos depois de aplicados. 
Verifica-se que para valores de relação de área r  inferiores a aproximadamente 0,105, a 
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influência entre os rebites não é significativa, podendo o valor da constante de rigidez da 
junta ser cálculado em função da constante de rigidez individual de cada rebite. Nesses 
casos a área envolvida corresponde à secção transversal de um cilindro com o diâmetro 
ra
d  definido no sub-capítulo 6.3. Quando os valores de relação de área r  são superiores 
a 0,105, significa que os rebites exercem influência uns sobre os outros. Nesses casos, a 
área de material sujeito a tensões e deformações é dado pela Eq. (6.18) e o valor da 
constane de rigidez da junta é dada pela Eq. (6.24). 
A nova abordagem é aplicada a vários casos de estudo para validação da mesma, 
entre eles uma viga em caixão formada pela união de duas partes em forma de “U”, e 
unidas entre si por duas juntas rebitadas com diferentes números de rebites. Verifica-se 
que é possível produzir modelos de elementos finitos de juntas rebitadas, cujo 
comportamento dinâmico é muito próximo ao dos modelos experimentais, 
observando-se uma correlação entre os valores das frequências naturais dos dois 
modelos de mais de 94% em todos os casos de estudo. Assim, é materializada uma nova 
abordagem para modelação de juntas rebitadas na ótica do projetista em análise 
dinâmica de estruturas. 
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 CAPÍTULO 7 – CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 
 
 Neste capítulo apresentam-se o resumo das conclusões e as sugestões para trabalhos 
futuros. 
 
7.1 – Conclusões 
Neste trabalho foram abordados os conceitos teóricos da dinâmica e vibrações. 
Abordaram-se os princípios inerentes à análise modal em modelos experimentais e também 
aplicada à simulação em modelos de elementos finitos. Fez-se uso das técnicas de 
melhoramento de modelos de elementos finitos segundo duas vertentes: o updating onde o 
objetivo é apenas garantir que o modelo de elementos finitos simplificado tenha um 
comportamento semelhante ao modelo de referência, e a modificação estrutural onde se 
pretende que o modelo a otimizar sofra alterações nos parâmetros dentro de uma gama de 
valores que seja possível de reproduzir fisicamente. Essas ferramentas foram usadas com 
sucesso na busca de um modelo de elementos finitos simplificado para representação de 
juntas rebitadas em análise dinâmica de estruturas. Consequentemente deste trabalho resultou 
também um modelo analítico para representar esse tipo de juntas. A seguir resumem-se as 
conclusões deste trabalho. 
 
 No sentido de melhorar um programa de melhoramento de modelos de elementos 
finitos já desenvolvido, foram aplicadas duas técnicas de otimização global estocásticas, 
fornecidas pela toolbox do MatLab® através dos solvers GlobalSearch e MultiStart. 
Foram também testados quatro tipos de algoritmos combinados com cada um dos solvers 
globais, o active-set, interior-point, SQP, e o trust-region-
reflective, também fornecidos pelo MatLab®. Verifica-se que os solvers globais são 
capazes de trabalharem com um elevado número de pontos de partida, e por isso são mais 
eficientes na busca pelo melhor otimo global, de que os solvers locais. O solver local 
implementado no programa original era o fmincon. Os dois solvers globais testados no 
programa de melhoramento de modelos de elementos finitos trabalham de forma diferente, 
pelo que as performances obtidas com cada um deles também são diferentes, não no que diz 
respeito à melhor solução encontrada, mas sim no tempo computacional gasto para a 
encontrar. A esse nível, verificou-se que o GlobalSearch é mais eficaz que o 
MultiStart. No que diz respeito aos algoritmos testados em conjunto com os solvers 
globais verificou-se que os algoritmos active-set, SQP e trust-region-
reflective possibilitam chegar ao mesmo valor mínimo da função objetivo, no entanto os 
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algoritmos active-set e trust-region-reflective são mais rápidos a atingir a 
melhor solução do que o SQP, revelando serem a melhor opção em conjunto com o solver 
GlobalSearch. 
 Para além de dotar o programa de melhoramento de modelos de elementos finitos com 
um otimizador de procura global, outra contribuição foi dada no sentido de o tornar mais 
versátil. Assim, uma nova metodologia sequencial de duas etapas para modificação estrutural 
e updating de modelos de elementos finitos foi desenvolvida. Este método é suportado por 
uma função multi-objetivo desenvolvida para quantificar a correlação entre o modelo de 
referência e o modelo de elementos finitos a melhorar. O novo método está dividido em duas 
etapas de otimização. Na primeira etapa o modelo numérico é otimizado usando informação 
acerca das caraterísticas geométricas e/ou resposta estática. Na segunda etapa do processo o 
modelo numérico é otimizado usando informação acerca da resposta modal. Três exemplos 
são aplicados para testar a robustez do método desenvolvido. No primeiro e segundo exemplo 
é demonstrado que o novo método é também capaz de lidar com modelos que possuem pares 
de modos não correlacionados, onde o modelo numérico difere significativamente a nível 
geométrico do modelo de referência. É mostrado que após a aplicação da primeira etapa que 
os dois modelos possuem todos os modos de vibração correlacionados, e assim a segunda 
etapa, ou seja, a etapa de updating pode ser aplicada. No segundo exemplo é utilizado o 
chassis de um carro de rally todo o terreno como modelo a otimizar. A metodologia 
desenvolvida é aplicada, com sucesso, para melhorar o comportamento estático e dinâmico do 
chassis, com 911 variáveis para otimizar. A utilização de um número muito elevado de 
varáveis não impede que seja conseguido um melhoramento no comportamento da estrutura, 
o que atesta a aplicabilidade do método a casos reais e complexos. 
Recorrendo ao programa de melhoramento de modelos de elementos finitos 
melhorado, faz-se uso dessa ferramenta para desenvolver modelos de elementos finitos 
simplificados capazes de representar juntas rebitadas em análise dinâmica de estruturas. 
Vários modelos de elementos simplificados de juntas rebitadas são estudados e avaliados. São 
construídos 72 casos diferentes de juntas rebitadas, modelando-as em elementos finitos: 
quatro juntas rebitadas com diferentes quantidades de rebites (1, 2, 3 e 5), combinado com 
seis diferentes quantidades de elementos mola-amortecedor (4, 6, 8, 12, 16 e 20) por cada tipo 
de diâmetro de rebite (3,2 mm, 4,0 mm e 4,8 mm). Pretendeu-se também com esse estudo 
encontrar os parâmetros a atribuir aos elementos mola-amortecedor que representam o rebite, 
como é o caso da constante de rigidez da mola. É comprovado que, no tipo de material usado, 
o amortecimento pode ser desprezado. A avaliação é efetuada com base na comparação entre 
as características modais desses modelos, após aplicado o processo de updating, e os 
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respetivos modelos experimentais. Com base nos resultados obtidos conclui-se que as juntas 
rebitadas com oito elementos mola-amortecedor por rebite apresentam a diferença relativa 
percentual média (DRPM) mais baixa entre o modelo de elementso finitos e o modelo 
experimental. A metodologia de melhoramento de modelos de elementos finitos pôde ser 
aplicada com sucesso para obtenção da constante de rigidez das molas do elemento mola-
amortecedor que compõem o rebite para cada caso de estudo. Para cada caso foi obtida, como 
seria de esperar, uma constante de rigidez diferente. O modelo proposto, com oito elementos 
mola-amortecedor por rebite, permite também boa eficiência computacional devido à 
simplicidade do tipo de elementos usados. 
Com base nos valores das constantes de rigidez das juntas rebitadas estudadas, é 
quantificada a área de material afetado, ou seja, a área de distribuição de tensões, devido aos 
carregamentos de compressão provocados pelos rebites no material das peças unidas.  Foi 
desenvolvida uma equação que permite determinar a área de material afetado em função do 
número do rebites, do diâmetro do rebite e da dimensão da junta, e consequentemente é 
deduzida a equação geral para determinar a constante de rigidez dos elementos mola-
amortecedor. Esta nova abordagem abordagem aplica-se a modelos de juntas rebitadas em que 
os rebites se encontram uniformemente distribuidos. A equação desenvolvida está relacionada 
com a área de material sujeita a tensões e deformações provocadas pela força de compressão a 
que os rebites ficam sujeitos depois de aplicados. Verifica-se que para valores de relação de 
área r  inferiores a aproximadamente 0,105, a influência entre os rebites não é significativa, 
podendo o valor da constante rigidez da junta ser cálculado em função da constante de rigidez 
individual de cada rebite. Quando os valores de relação de área r  são superiores a 0,105, 
significa que os rebites exercem influência uns sobre os outros. Nesses casos, aplica-se a 
equação desenvolvida para cálculo da constant de rigidez da junta. 
A nova abordagem é aplicada a vários casos de estudo para validação da mesma, entre 
eles uma viga em caixão formada pela união de duas partes em forma de “U”, e unidas entre 
si por duas juntas rebitadas com diferentes números de rebites. Verifica-se que é possível 
produzir modelos de elementos finitos de juntas rebitadas, cujo comportamento dinâmico é 
muito próximo ao dos modelos experimentais, observando-se uma correlação entre os valores 
das frequências naturais dos dois modelos de mais de 94% em todos os casos de estudo. 
Assim, é materializada uma nova abordagem para modelação de juntas rebitadas na ótica do 
projetista em análise dinâmica de estruturas. 
 
 Com este trabalho foram criadas metodologias e desenvolvidas ferramentas de cálculo 
que contribuem para que projetos de grandes estruturas sejam menos morosos, com recurso à 
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modelação bidimensional (2D), e possam ser otimizados. Assim, este trabalho tem particular 
interesse para os designers na modelação de juntas rebitadas em modelos de elementos finitos 
para análise dinâmica de estruturas, e em geral para toda a comunidade cientifica da mecânica 
estrutural.  
 
7.2 – Sugestões para Trabalhos Futuros 
 Foi implementado no programa de melhoramento de modelos de elementos finitos um 
otimizador global estocástico, presente na toolbox do MatLab®, o GlobalSearch, 
constituindo uma evolução face ao solver local originalmente implementado. No entanto 
existem outros tipos de solvers globais estocásticos, fora da toolbox do MatLab®, que 
poderiam também ser testados no programa de melhoramento de elementos finitos. Um 
trabalho futuro compreenderia a adaptação de outros solvers para linguagem MatLab® e 
aplica-los no programa de melhoramento de modelos de elementos finitos. 
Foi desenvolvido um modelo de elementos simplificado para representação de juntas 
rebitadas em análise dinâmica de estruturas. Como seguimento deste trabalho sugere-se o 
aperfeiçoamento do modelo desenvolvido de modo que seja válido também para análise 
estática. 
Outro caminho seria verificar se a equação desenvolvida para o cálculo de rigidez das 
juntas rebitadas é válida para outro tipo de juntas, como a aparafusada, soldada e colada. No 
caso de não se verificar, uma outra possibilidade seria desenvolver equações semelhantes para 
esse tipo de juntas. 
 Neste trabalho apenas foram usadas amostras cujo material é o alumínio. Apesar do 
modelo em elementos finitos e o modelo analítico, para representar juntas rebitadas, 
responder eficientemente para esse tipo de material, seria interessante fazer a sua validação 
para outro tipo de materiais, como o aço, os compósitos ou os poliméricos. 
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ANEXO I – CARATERÍSTICAS DO EQUIPAMENTO SERVO-
HIDRÁULICO INSTRON® 8874 PARA ENSAIOS DE TRAÇÃO 
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ANEXO II – CARATERÍSTICAS DO EXTENSÓMETRO 
UNIAXIAL INSTRON® 2620-601 
 
 
 
 
Figura AII.1 – Extensómetro uniaxial INSTRON® 2620-601. 
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ANEXO III – CARATERÍSTICAS DO EXTENSÓMETRO 
HBM® DE ROSETA TIPO T 
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ANEXO IV – CARATERÍSTICAS DOS REBITES (NORMA 
DIN 7337) 
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ANEXO V – ENSAIO EXPERIMENTAL DE TRAÇÃO 
 
A Figura AV.1 mostra o esquema com a forma e as dimensões dos provetes usados 
nos ensaios de tração para caraterização das propriedades mecânicas do material. 
 
Figura AV.1 Dimensões dos provetes usados para ensaio à tração. 
 
A Figura AV.2 mostra o ensaio de tração a decorrer no equipamento servo-hidráulico 
para ensaios axiais de tração, INSTRON® 8874, com extensómetro eletromecânico 
INSTRON® 2620-601 para leitura da deformação na direção vertical do provete, e um 
extensómetro elétrico HBM® de roseta tipo T com 2 grids de medição, dispostos a um ângulo 
de 90º afastados um do outro, para leitura da deformação na direção vertical e horizontal do 
provete, de modo a ser possível obter o coeficiente de Poisson yxυ . 
 
Figura AV.2 – Ensaio de tração para determinação das propriedades mecânicas do material. 
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A Figura AV.3 mostra o gráfico Tensão-Deformação (σ -ε ) para três ensaios de tração 
no regime elástico linear, a partir do qual se obtém o módulo de elasticidade no sentido 
transversal à laminagem 
x
E  do material obtido do Lote 1. 
 
Figura AV.3 – Gráfico Tensão-Deformação (σ -ε ) para três ensaios de tração no regime elástico linear no 
sentido transversal à laminagem 
x
E  do material obtido do Lote 1. 
 
A Figura AV.4 mostra o gráfico Tensão-Deformação (σ -ε ) para três ensaios de tração 
no regime elástico linear, a partir do qual se obtém o módulo de elasticidade no sentido 
paralelo à laminagem yE  do material obtido do Lote 1. 
 
Figura AV.4 – Gráfico Tensão-Deformação (σ -ε ) para três ensaios de tração no regime elástico linear no 
sentido paralelo à laminagem yE  do material obtido do Lote 1. 
 
A Figura AV.5 mostra a relação entre a deformação na direção transversal e a 
deformação na direção longitudinal, quando é aplicada uma tensão na direção longitudinal 
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para três ensaios de tração no regime elástico linear, a partir do qual se obtém o coeficiente de 
Poisson yxυ  do material obtido do Lote 1. 
 
Figura AV.5 – Gráfico que mostra a relação entre a deformação na direção transversal e a deformação na direção 
longitudinal, a partir do qual se obtém o coeficiente de Poisson yxυ  do material obtido do Lote 1. 
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ANEXO VI – CARATERÍSTICAS DO EQUIPAMENTO LMS 
SCADAS® MOBILE SCM05 
 
 
 
 
Figura AVI.1 – Equipamento LMS SCADAS® MOBILE SCM01 que pode ter um número de canais entre 8 e 40. 
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ANEXO VII – CARATERÍSTICAS DO MARTELO DE 
IMPATO PCB® 086C01 
 
 
 
 
Figura AVII.1 – Martelo de Impato PCB® 086C01. 
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ANEXO VIII – CARATERÍSTICAS DO VIBRÓMETRO 
POLYTEC® OFV-5000 
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Figura AVIII.1 – Vibrómetro POLYTEC® OFV-5000. 
 
 
 
 
  
 
ANEXO IX – CARATERÍSTICAS DO SENSOR DE FIBRA 
ÓTICA POLYTEC® OFV-552 
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Figura AIX.1 – Sensor de Fibra Óptica POLYTEC® OFV-552. 
 
  
 
ANEXO X – CARATERÍSTICAS DO SHAKER LDS® V203 E 
AMPLIFICADOR PA25E 
 
 
 
 
Figura AX.1 – Shaker LDS® V203. 
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Figura AX.2 – Amplificador PA25E. 
 
 
  
 
ANEXO XI – CARATERÍSTICAS DO ACELERÓMETRO 
TRIAXIAL PCB® 356A14 
 
 
 
 
Figura AXI.1 – Acelerómetro triaxial PCB® 356A14. 
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ANEXO XII – CARATERÍSTICAS DO SENSOR DE FORÇA 
PCB® 221B01 
 
 
 
 
Figura AXII.1 – Sensor de força PCB® 221B01. 
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